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مقدمة الناشر 


المعرفة هى أصل الحضارة » 
والكلمة المطبوعة هى أهم مكون فى هذا المصدر . 
<٠‏ وقد كانت الكلمة المطبوعة ولا تزال أهم وسائل الثقافة والاعلام وأوسعها انتشاراً وأبقاها 
أثراً » حيث حملت إلينا حضارات الأمم عبر آلاف السنين لتتولى الأجيال المتلاحقة صياغة 
حضاراتها وإضاءة الطريق بنور العلم والمعرفة . 
والكلمة تبقى يحرد فكرة لدى صاحبها حتى تتاح لها فرصة نشرها وترحمتها إلى لغات 
الآخرين ثم توزيعها » وذلك وحده هو الذى يكفل ها أداء رسالتها . 
وعالم الكتب العلمية عالم رحب نمتد الآفاق 2 متسع الجنبات 3 والعلم لا وطن له 
ولا حدود » ويوم يحظطى القارىء العربى بأحدث الكتب العلمية باللغة العربية لهو اليوم الذى 
تتطلع له الأمة العربية جمعاء . ١‏ 
والدار الدولية للنشر والتوزيع تشعر بالرضا عن مساهمتها فى هذا المجال بتقديم الطبعات 
العربية للكتب العلمية الصادرة عن دار ماكجروهيل للنشر بموجب الإتفاق المبرم معها 2 
مستهدفة توفير احتياجات القارىء العربى أستاذاً وباحثاً وبمارساً . 
ومن جانب آخر فنحن نمد يدنا إلى الجامعات العربية والمراكز العلمية والمؤسسات والهيئات 
الثقافية للتعاون معنا فى إصدار طبعات عربية حديثة من الكتب والمراجع العلمية تخدم التقدم . 
١‏ لعل والحضارى للقارىء العربى . 
والله ولى التوفيق . 
محمد وفائى كامل 
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متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طأقعطئ_ممكدهحاه /داتأمعل عمو بأتاءمة/ عمط 


تفديم 


يشتمل هذا الكتاب على دراسة للنهايات والاتصال » وقد صمم بحيث يكون مكملا 
لكتب حساب التفاضل والتكامل القياسية . فى هذا الكتاب سنناقش النبايات والاتصال بعدة 
طرق مختلفة » وذلك من منطلق أن القارىء يكتسب معرفة أفضل من خلال المقارنة . 


وقد قدم مفهومى اتصال الدالة ونهاية المتتابعة قبل تقديم مفهوم نباية الدالة . ويحدونا 
الأمل أن يكتسب القارىء قوة دافعة بدراسة هذه المفاهم الأكثر سهولة بحيث لايفقد عندما 
يصل الى المفاهم الصعبة كالجوار المتقوب. ونقطة النهاية ونهاية الدالة براك للدمط البسيط 
الذى يشكل أساس مفهوم النباية . 


وقبل اعطاء القارىء العديد من النبايات لحسابها » سننص على حقيقة أنه إذا كانت د دالة 


ا 000 
لاستنباط دالة جديدة د متصلة عند نس . نهاية هذه الدالة الجديدة يمكن حينكذ حسابها 


. بالتعويض المباشر . 


فمثلا » اعتبر 


الدالة 


ر- إالأسءص)|ص - س + 9» سبو ح | 
امتداد بنقطة واحدة للدالة 1 ش 
4 : 
د-|م(س»ص)|ص - 01 


الدالة ر متصلة عند وواكدون م تجا ررايا د 0 
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وستكون المارين المبريحة ع ف الغالب الأعم 2 أقل صعوبة عن المادة الواردة بالكتاب . 
وسنقدم عادة كل موضوع متبوعا بتارين مبرمجة . فمثلا » يبدأ الباب الثانى بتمرين مبرج 
ليس فى" منتهى الدقة . بعد ذلك نعرف مفهومى الدالة والمتتابعة بدقة ونعطى المزيد من التمارين 
المبرمجة التى تتطلب مزيدا من الدقة والعناية . 

لقد وجدنا أن التفارين المبرمجة فعالة فى تحصيل المعلومات وتثبيتها . فى جزء المنبه من الأطار 
ويلقن القارىء بحيث إذا قرأ ماهو مكتوب بعناية » فسيصبح بامكانه أن يستجيب لما كان 
يقصده امبر . وكلما تقدم الكتاب . فإننا سنستخدم الحاث المتتابع » أى أن الأفكار من 
الأطر المتقدمة تستخدم كحاثة دون اعادة كتابتهم فى المنبه الخاص الذى: يقتضى الأمر 
احتياجهم فيه . 

ويجب أن يشجع القارىء على كتابة. الاستجابية لكل اطار قبل التقدم الى الاطار التالى » 
وذلك حيث أنه قد تبين أنه يجب على القارىء فى الحقيقة أن يقوم باعداد الاستجابية ليكتسب 
مهارة اقتصادية التعلم الناتج عن التوجيه المبرمج . 

ويود المؤلف أن يتوجه بالشكر للعديد من“الأشخاص الذين ساعدوه فى اغداد هذا . 
الكتاب » ويخص بالشكر جون اوتس » وارين برينارد:» .اليكس سيكالوس » شيريل فيلييس 
الذين يعتبرون فى الواقع مشاركين فى التأليف . 
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إلى القارىء 


بالرغم من أنه يمكن قراءة الباب الأول دون أن يكون لدى القارىء أى معلومات مسبقة 
عن الرياضيات » فإننا سنفترض » كلما تقدمنا فى الكتاب » أن القارىء قد درس ولديه المام 
كاف بالرياضيات المعنادة التى تدرس فى السنوات الأولى من المرحلة الثانوية . وحيث أن 
بعض القراء قد لايكونوا قد درسوا المجموعات ء المتباينات » أو القيمة المطلقة فقد الحقنا 
بنباية الكتاب ملحقا يغطى هذه الموضوعات . إذا وجدت نفسك تائها أثناء قرائتك للكتاب 
فى أى لحظة من اللحظات , فعليك بالرجوع إلى الملحق » فستجد هناك فى الغالب ما تحتاج 
إليه من معلومات . 


فى بداية الباب الثانى أدرجنا تمرينا مبرمجا . الأطر المبرمجة تتكون من جزئين .. الجزء 
الأول » المنبه » يشتمل على معلومات يجب على الطالب أن يتعلمها . الجزء الثانى » الاستجابية 
النشطة » عبارة عن تقرير لما يتوقع المؤلف أن يكتبه القارىء كاستجابية للمنبه . 


غطى جزء استجابية الأطار » أقرأ المنبه » واكتب اجابتك . قارن بعذ ذلك استجابيتك 
فع استجابيتنا .. من آن لآخر نبتعد قليلا عن الصيغة المبريجة المقبولة بهبدف "داس بعض 
المعلومات فى جزء استجابية الأطار عندما نشعر انك على استعداد لتقبل الأفكار والمعلومات . 


لقد استمتعنا كثيرا يكتابة هذا الكتاب ونأمل أن تجده ممتع لك أيضا ومشوق ومفيد . 


م 


الباب الخامس 


نظريات على الاتصال والنهايات ا ا اا 00 
الباب السسادس 

عييك مانت التفاضل والتكافة اا 5-7 
القارين ذزؤز 1 زؤز[ز[ ز[ز[ز[ [ؤ[ز[ز[ز[|[ [ |[ |[ [ | 1|1|ذ|[|ذ|ز|[|[ | ذ1[ 1[ |[|[|[ذ[ز[ز[ [ [ [ ذو 
أجوبة اتقارين 270000 
ملحق أ : المجموعات ء المتباينات » القم المطلقة 8 1 2000100 
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الباب الأول . 


تمر بعض المفاهمي الأساسية دون أن تلاحظ لعدة قرون ثم تُعرض بعد ذلك على أنها إكتشافات 
عظيمة . بيها تظل أفكار امراك يترود رك راطخ اليه بح وكيا باح انك جاب لبتم 
تُعرّف وتستكشف . 
حين لاحظ إنسان الكهف الأثر الذى تتركه الحيوانات » رأى أن الحيوان الذى له ذيل ثقيل 
كثير اما يترك حظا «امتطئلة > ين تطلمات أقذانه + حيق كان يسيس ياه عل احداد الارض : 
وإذا رفع الحيوان ذيله إلى اليسار, تكون النتيجة « عدم إتصال » فى الأثر الذى يتركه الديل ١‏ أنظر 
شكل )١-1١‏ 
. قد يبدو من غير المصدق أن مثل هذا المفهوم البسيط الذى قبله الانسان الأول دون تمحيص » 
يمكن أن يصبح موضوع دراسة لرياضيين عظام » بل إن رجالا ذوى عبقرية رياضية لا ريب فيها 
قضوا حياتهم كاملة في دراسة الاتصال وموضوعات متصلة به . وفى الحقيقة فإن هذا المفهوم » بعد 
اران الرياضى الدقيق له وإعادة التعريف » قد أثمر محرة كاملة من النجوم الرياضية . ويذهب 
بعض الرياضيين بعرذاً إلى حد التأكيد بأن العملاق الضخم الحديث المسمى « توبولوجيا » هو 
ببساطة دراسة للإتصال . ل 000 
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ويختلف المفهوم الرياضى للإتصال عن مفهوم سلفنا البداق الذى كان » كبعض الناس فى زماننا 
هذا » يعتبر أن تدفق الماء فى النبر متصلا . إننا سنعتبر أن هذا التدفق غير متصل . لقد قيدنا تعليمنا 
السابق بأن نفكر مباشرة فى القرب بين النقط حين نفكر في الاتصال . ولا يمكن أن يسمى تدفق الماء 
متصلا إلا إذا « ظل » الجزيئان القريبان من بعضهما البعض عند المنبع قريبين من بعضهما البعض 


0 بعد ذلك . وعلى هذا فإن تدفق الماء في نهر المسيسبي ليس متصلا لأن جرك هن الام قر وين ره 


بعضهما فى مينيسوتا قد يفصلهما أى عدد من السبل قبل وصوهما إلى نيوأورلياتز . 


وإذا كنا سنظل على إصرارنا في إستخدام هذه الطريقة لتعيين الاتصال » فإننا على مايبدو لن نعتبر 
0 أى شىء منصلا . ولكن » حتى حين يبدو وكأننا قد حددنا وهيأنا أنفسنا على عدم إمكانية العثور 
على أى شىء متصل » لا زال يوجد فى كل مكان وفرة هائلة من الاتصال . أن العمل البسيط المتمثل 
فى مط رباط من المطاط ولفه حول صحيفة ما هو إلا تحويل متصل . 


. فإن النقطتين ! » س القريبتين من بعضهما حين كان الرباط غير ممطوط ( شكل ١‏ - 8) لا 
زالتا قريبتين من بعضهما نسبيا حين أصبح رباط المطاط ملفوفا حول الصحيفة . يسمى مط رباط 
. المطاط ولفه حول الصحيفة « تحويلا متصلا » من النقط على الرباط غير الممطوط ( « مجال » 
التحويل ) إلى النقط على الرباط الملفوف حول الصحيفة ( « مدى » التحويل ) . 


والآن سنقدم » احذين فى الحسبان المخاطرة بتعتيم بساطة هذه الفكرة , حرفى هجاء أغريقيين ع 
( إبسيلون ) » ة ( دلتا ) . إذا استطال رئاط المطاط حتى أصبح فى المدى ( على الصحيفة ) ضعف 
ما كان عليه فى النمجال ( غير الممطوط ) » نقول « لكل © توجد - .6 بحيث أن كل نقطة فى 
المجال قريبة فى حدود 68 من ؟ تتحول إلى نقطة فى المدى قريبة فى حدود ج من 7).ونعنى بكل هذه 
الاغريقية : أنه إذا كانت نقطة ما تبعد مسافة فى حدود ل بوصة عن النقطة على الرباط حين كان 
غير ممطوظ فإنها ستبعد مسافة فى حدود بوصة واحدة عن النقطة ؟ حين يكون رباط المطاط ملفوفا 
٠‏ حول الضحيفة . 


5 


مدخل حدسيى للاتصال 16 


ولم لا تتحدث بالعربية ؟ . نظراً لتقيدنا بالكتابات السابقة عن الاتصال » والتى أصبحت فيها لغة 
إبسيلون ‏ دلتا لغة قياسية » نجد من الطبيعى أكثر أن نتحدث بهذه الطريقة الدقيقة بدلا من إستخدام 
لغة لا رياضية غير دقيقة . والمأمول أن يجد القارىء أيضا عند إكال هذه الدراسة أن لغة 8 , ع 


أسهل فى الفهم والاستخدام . 


إن أى تناظر بين مجال ومدى يمكن إختباره من حيث الاتصال إذا كانت هناك طريقة 
وواضحة لوصف القرب . إن جهاز إسقاط الشرائح مثال على إبتكار يمكنه إستحداث تحويللات 
متصلة . فهو يسقط نقط شريحة ( المجال ) فوق نقط على شاشة ( المدى ) ( شكل -1١‏ ”5 ) 
فالنقطتان اللتان يفصل بينهما بوصة واحدة » مثلا » على الشاشة هما صورتان لنقطتين يفصل بينهما 
لم من البوصة على الشريحة . إذا أعطينا قربا فى حدود ع فى المدى فإنه يمكننا حساب قرب فى 
خذود 8 فى لمجال بحيث أن أى نقطتين قربيتين فى حدود 6 فى لمجال تصبحان قرييتين فى حدود ن 


فى المدى . إننا نسمى هذا الإسقاط « راسماً متصلا » ( تحويل ) لنقط الشريحة فوق نقط الشاشة . 0ك 


وهنا 86 - لب ه. 


ومن جهة أخرى ء إذا كانت لدينا صورة ونرغب فى الحصول على نسخة مصغرة منها » فإنه 
يمكننا تصميم منظومة من العدسات ( شكل ١‏ - 4 ) تقوم باسقاط صورة مصغرة . ومرة أخرى 
يمكن الحصول على قرب فى حدود ع لبا ري ااا الك جار 11 01 
فمن الممكن أن تنتج نقطتان يفصلهما ل من البوصة فى المدى من نقطتون يفصل بينهما لم من 
البوصة فى المجال » وفى هذه الحالة بكرة و در أضنات ع . تذكر أنه فى المثال الأول كانت 8: 
تساوى ل فقط من 5 
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5 دح 


المدى 
امجال - 


4-١ شكل‎ 

وإلشىء الحام فى كلا المثالين هو أن هناك طريقة « لهساب » القرب ف المجال لأى قرب معطى فى 
المدى . ولا يهم إطلاقا ما إذا كانت النقط فى المدى أكثر قربا أم أكثر بعدا من بعضها عنها فى المجال . 

إننا نسمى الأشياء الموجودة فى الواقع متصلة إذا لائمت تموذجنا لها بطريقة دقيقة . والاتصال 
تجريد لا ينطبق مباشرة على الواقع وإنما على نموذج للواقع . وبتعيين رموز معينة لقثيل المجال والمدى 
والتحويل يمكننا أن نقرر ماإذا كان نموذجنا متصلا أم لا . 

إن أثر الحيوان الذى اعتبره انسان الكهف متصلا » متصل أيضا بالمعيار الرياضى . فإننا نستطيع 
تعريف مجال ومدى معينين بحيث تنقل أو ترسم النقط القريبة من بعضها البعض ف المجال إلى نقط 
قريبة من بعضها البعض فى المدى . 


المدى 
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ففى شكل ١‏ - ه يمثل المدى بالخط الرأسى على اليسار » ويمثل لمجال بالخط الأفقى أسفل الأثر . 
وسنعتبر أن الخط الذى يصنعه الذيل مكون من عدد لانهانى من النقط التى يمثل كل منها بزوج مرتب 
وس ء ص ) . فمثلا » أفرض أن هناك نقطة على الأثر تبعد بمقدار وحدتين إلى العين من الخط الممثل 
للمدى وبمقدار وحدة واحدة أعلى الخط الممثل للمجال . يرمز لهذه النقطة بالزوج المرتب(5١٠١).‏ 
والنقطة ( 725 ) تبعد بمقدار أربع وحدات إلى المين من الخط الممثل للمدى وبمقدار وحدتين 
أعلى الخط الممثل للمجال . 


فى شكل  - ١‏ يمكن النظر إلى النقطتين 7 » ت ف المدى على أنهما مناظرتين للنقطتين ؟ »اب . ْ 
فى المجال , سا أن (ؤ . #) ,ل سا ءت ) هما النقطئان على الأثر اللتان تمثلان تحويل؟ إلى » ب إلى 
تَ . أن النقطة ( س ء ص ) من الأثر ترسم ( تنقل ) س ف المجال إلى ص ف المدى . النقظة 
(7 »4 ) تقع على الأثرَ » ولذا فإن النقطة ؛ فى المجال ترسم إلى النقطة 4 فى المدى . 


المدى 


من الضروري أن نوضح ما هية ذلك الذى نسميه متصلا . أن « التحويلات » هى ف الحقيقة 
الأشياء الوحيدة التى يمكن أن تعتبر متصلة أو غير متصلة . وإذا تكلمنا عن نقل النقط على رباط 
المطاط من موضع لآخر فإننا نسمى هذا التحويل متصلا لأن النقط القريبة من بعضها البعض فى 
امجال تنقل إلى نقط قريبة من بعضها البعض ف المدى . وتدفق الماء فى بر غير متصل لأن جزيثين 1 
قريبين الواحد من الآخر فى مجال التحويل ( عند المنبع ) قد « لا » يكونان قريبين الواحد من الآخر. . 
فى المدى ( عند المصب ) . وف الحقيقة فأنه بسبب التبخر أو أي حيود اخر قد لا تنقل بعض 
الجزيئات سوى جزءا من الطريق إلى مصب النهر . 
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ومن جهه أخرى » فإن الرسم البياني لنبر على خريطة قد يكون ممثلا لتحويل متصل لنقط فى 
امجال ( خط الطول ) إلى نقط فى المدى ( خط العرض ) ( شكل ١‏ -7 ) . وبعبارة أخرى فلكى 
نستطيع اعتبار منحنى ما متصلا أم غير متصل يجب أولا أن نعرف مجالا ومدى ثم نحلل التحويل لكى 
نرئ ما إذا كانت النقط القريبة من بعضها البعض ف المجال ترسم إلى نط قريبة من بعضها البعض فى 
لدي . 


نفس الشىء ينطبق على تفسير أثر الحيوان . إننا لا نعتبر النقط على الذيل ؟ لو كانت تنقل من 
مكان إلى آخخر » وإنما نناقش انتقال نقط من المجال الذى انشأناه إلى نقط من المدى الذى أنشأناه . 


اج 


خط العرض 5 المدى 
اف 


(ك ل مو ذه؛) 


80 


خط الطول ‏ المجال: 
شكل ٠-١‏ 


العملية المستخدمة لإيجاد نقطة المدى التى هى صورة للنقطة س فى امجال تتمثل فى رسم خط 
رأمى إلى أعلى بدءًا من س إلى أن يلتقى بالأثر فى نقطة ثم رسم خطا أفقيا من نقطة التقاطع هذه إلى 
اليسار حتى يتقاطع مع المدى . وتسمى النقطة ص التى يتقاطع عندها الخط الأفقى مع المدى 
«أصورة » س» كا تسمى س « أصل الصورة » ص . ويرمز للنقطة على الأثر بالزوج المرتب 
(سءص) . ويمكن النظر إلى الأثر على أنه يتكون من مجموعة من الازواج المرتبة . 
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ففى شكل ١‏ - 8 » ترسم كل النقط القريبة من و إلى نقط قريبة من وه » ولكن ليس كل النقط 
القريبة من ك ترسم إلى نقط قريبة من كت . لقد رفع الحيوان ذيله عند النقطة ( ك» ك ) ؛ وبالتالى » 
فالنقط القريبة من ك على يسارها ترسم إلى نقط قريبة من ك ؛ أما النقط القريبة من ك على يمينها 
« فلا » ترسم إلى نقط قريبة من ك . فيما عدا عند النقطة ك من نقط المجال » يمكننا القول بأن الأثر 
متصل . ونعنى بهذا أن التحويل المستحدث بالأثر متصل عند جميع نقط المجال فيما عدا عند ك ... 


يستخدم كل صندوق مقعر صغير ( شكل ١‏ - 8 ) ف المجال والمدى تمثيل مجموعة النقط الواقعة 
فى حدود قرب معين من النقطة الواقعة عند مركزه . هذه الصناديق المقعرة ( فترات مفتوحة ) تمثل 
جوارات أحادية البعد . والنقطة فى مثل هذا الصندوق تقع فى حدود مسافة معينة 6 أو 8 من النقطة 


الواقعة عند مركره . 


إذا رسمنا خطا رأسياً إلى أعلى من نقطة س قريبة من كك على المين ما فى شكل ١‏ - 4 » فإننا لا 
نصل إلى الأثر إلا بعد أن نصبح أعلى بكثير من النقطة ( كء لك ) . وبالتالى » فحين نرسم الخنط 
الافقى الموجه إلى المدى فإنه يقطع المدى عند نقطة خارج جوار ما للنقطه ك نصف قطره ع . مالم 
نكن , « لأى » عدد حقيقى موجب ع » قادرين على إيجاد قرب فى حدود 8 من ك بحيث ترسم 
كل النقط فى جوار للنقطة ك نصف قطره ة إلى جوار للنقطة كه نصف قطره ع محدد سلفا » فإننا ٠‏ 
سنقول أن الأثر غير. متصل عند النقطة ك . 
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ففى شكل ١‏ - 8 ء أى نقطة داخل جوار النقطة وه الذى نصف قطره 8 ترسم إلى نقطة 

« أقرب » إلى ىعنها من النقطة و + © أو النقطة و4- © . لقد إتفقنا على أن هذا يعنى أنه إذا 
رسمنا خطا رأسياً إلى أعلى من أى نقطة تنتمى لجوار النقطة وه الذى نصف قطرهة حتى يلتقى بالأثر 
ثم رسمنا خطا أفقيا إلى المدى . فإن الخط الآفقى يقطع المدى فى نقطة ما تنتمى لجوار النقطة ىه الذى 
نصف قطره © . ويكون الأثر متصلا عند وه إذا كان لكل جوار للنقطة ىه نصف.قطره © يوجد 
جوار للنقطة فه نصف قطره 8 بحيث أن كل نقطة من نقط جوار النقطة وه ترسم إلى نقطة تنتمى 
لجوار النقطة قه. 
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الآذّع ويقد أن قدمنا الأمكان الأساسية عن مفهوم الاتقبال + مكها إقاء قطرة أكر محيساغق 
عدد من المقولات التى كانت موضع نقاشنا . إن الرسم البيانى البسيط فى شكل ٠١ - ١‏ يمثل 
مجموعة الأزواج المرتبة من الأعداد الحقيقية ( س»ص ) حيث ص - ل س . إنه تحويل يتطلب فيه 
القرب فى حدود © » حيث 6 تساوى وحدة طول واحدة ؛ فى المدى قربا فى حدود ة » بحيث لا 
وريد 8 عن واتحلايق من وخدات الطول ق" النظاق . وهذا يكافء القول بأن أى نقطة تنتمى لجوار 
للنقطة * نصف قطره وحدق طول سترسم إلى نقطة تنتمى إلى جوار للنقطة ؟ نصف قطره وحدة 
طول فى ظل المعادلة ص - ل س . ش 


ولكن إذا تطلب الأمر أن نكون فى حدود © - + » فيجب أن تختارة < ل لضمان أن كل شىء 
فى الجوار الذى نصف قطره 8 سيرسم إلى الجوار الذى نصف قطره ه ( شككل .)١١ 1١‏ 


١١-١ - 


فقة الأزواج المرتبة ( سءص ) حيث ضص - ٠”‏ س مثال لدالة أخرى متصلة ( شكل -١‏ 
١‏ ) . إننا ننظر إلى هذه الدالة كتحويل يرسم النقط من مجال الأعداد الحقيقية إلى مدى الأعداد 
الحقيقية . لكل قرب فى حدود © ف المدى يوجد قرب فى حدود 8 فى امجال بحيث أن أى نقطة قريبة 
فى حدود 8 من هذه النقطة فى المجال ستكون قريبة فى حدود ع من صورتبا فى المدى . لهذه الدالة 
يجب ألا تزيد ة عن نصف مقدار © . 
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خلال هذه الدراسة لن تككون © » 8 أبدا أعدادا سالبة » إنها ستكون دائما أعدادا حقيقية موجبة 
« وبالتالى فإن 6 , ة لن تساوى الصفر إطلاقاً » . 


الباب الثانى 


نباية المتتابعة 


اتقارين المبريجة التالية مقدمة استكشافية للمابعات . وهى تشكل خبرة من طراز ذا بلل قدميك 
قبل الخوض ف الماء » » ستساعدك على السباحة خلال بقية الباب . 


تنقسم اتمارين المبرمجة إلى أقسام تسمى أطرا . وكل إطار يتكون. من جزئين رئيسيين ٠‏ يسفى 
الجزء الأول « النبه » ويسمى الثانى « الاستجابية ». «اونفطل بين هلام الأجزاء تلع فين 
أفقية قصيرة . ومن المهم أن تستخدم الأسلوب التالى مع كل إطار : 

٠ . قم بإخفاء جزء استجابية الاطار ببطاقة‎ - ١ 

؟ - أكتب استجابيتك للمنبه على: صحيفة من الورق . 

© - قارن استجابيتك باستجابية المؤلف .. 

ويمكن بطبيعة الحال أن يخاول الشخص توفير الوقت بتخمين الاستجابية ببساطة بدلا من 
كتابتها . وهذا حسن إذا استطاع الشخص أن يكون صادقا مع نفسه » ولكن ما أسهل أن يقرأ 
الشخص استجابية المؤلف ثم يقول و حسن ., هذا هو ما خمنته » . إذا كتبت استجابيتك الخاصة 
بك » فإنه يمكنك مراجعة الفروق الدقيقة بين استجابيتك المكتوبة .واستجابية المؤلف . فكثيرا ٠‏ 
اعرد هذه الفروق ذات مغزى كبير . ش 


١‏ افيس عر معد فاع ليرا إلى عل كز لد سحي مرب ان 


نحصل على قائمة لا نهائية من الأعداد الحقيقية تسمى متتابعة 210 0 
كون متتابعة بقسمة ؟ على كل عدد من الأعداد الطبيعية'. ْ 

ا اف 0 ...) . النقط الثلاث يمكن قراءتها «'وهكذا » 

0 0 ...)ء ل هو الحد التاسع . 

د 0 

6ك 

“ا دخ ة 1 هو الحد العام للمتتابعة ( 2 عم 10 

مااهر اليد العام اللستجايعة و 0000 01 


0 


له 
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؟ < 4 : يمكن وصف المتتابعة بحدها العام . فيمكن تمثيل المتتابعة ( ل » ل » ل » ... ) بالرمز 
١‏ ا ا 1 9 


) . تستخدم الأقواس للإشارة إلى أن هذه متتابعة وليس مجرد الحد العام . 


) 


3 


؟ - 8 : أكتب الحدود الثلاثة الأولى من المتتابعة ( 7 ) . 


5-3 ات القدود الأرينة الأول من للعايقة وك 
سس سس 07000 1 


١ 
حك‎ 


١ ١ 
5-5 0 
ا م‎ ١ 


؟ ا : تمثل المتابعة ( ١‏ »ل 6 07* » 54 » ... ) بالرمز ( ده" ) . ويمثل الحد العام لهذه المتتابعة 


ع1 قنة بف الكدوه«الأربعة الأول :2 ولا وان ازا يواه عو إن فا 
... ) هى المتتابعة . نه" + ١‏ هو الحد العام . ' 


١‏ -- : ماهو الحد العام للمتتابعة ( 42 04 22 للد » ع؟ 
١ 2-4‏ اه 
يك :1 0 
د 200 
: 0 ع 5 51 
؟ - 5 : يمكن للمتتابعات أن تأخذ صورا أخرى كثيرة . ( كب ) هى المتتابعة ل 
ا 
(-622- 2 -26..) 
؟ ”2 5 


٠١ - 9‏ :ف المتتابعة ( ل ) كل حد أصغر من الحد السابق له . الحد رقم ٠٠١‏ هو ل والحد 
رقم ٠٠٠١‏ هو ل . الحد رقم ٠٠ ١‏ يكون (أكبرء أصغر ) من الحد رقم 


8ت 39 : إذا مفلا المستابعة 9ل ع ييانيا + تلاحظ أن كل جوار للصفر يحتوى عددا لا نبائيا من 
له 7 

حدود المتتابعة . فى الحقيقة كل جوار للصفر يحتوى « جميع » حدود المتتابعة ( ١‏ ) « فيما عدا 

عدد محدود منبا » . 


8 5 5 ن ١ ١‏ 
جميع حدود المتتابعة ( ل ) فيما عدا عدد محدود منها تقع على بعد فى حدود م من الصفر . 


نهاية المتتابعة 6" 


١ ١ 
. صفر‎ 0 5 ١ 
ْ : ١ 
| ١ قش د‎ ١ 
3 03 3 8 


03 


ْ 5 5 5 1 
جميع حدود المتتابعة ( ١‏ + ل ) فيما عدا عدد محدود منها تقع على بعد فى: حدود ل من ١‏ . 


إذا احتوى كل جوار عد حاتي ل اكيم خدود مضابعة يوا ع1 علد درد مها لإنا تفرك 
اال اية. التجابعة . نباي امتتابعة ( ١‏ + ل ) هى ١‏ لأن كل جوار للعدد ١‏ يحتوى جميع حدود 
لتتابعة ( ١‏ + ل ) فيما عدا عدد محدود مها . 


ماهى نباية المتتابعة ( * + ل ) ؟ . 


د 
؟ - 18 : البعد بين الحدين السابع والثامن من حدود المتتابعة ( 1 ) هوي - 2 - ج 
أله لقوق ون جا رده سابد يحادرق اللو ؟ 

١ 1 ١ 
2 ات‎ 
؟ - 18 : تزداد حدود امتتابعة ( ل ) قربا على التوالل من بعضها البعض . إن قرب إلى ل أكار‎ 
* وان 1ك رباد رمعو ود‎ 


ماهو أكبر بعد بين حدين متتاليين من حدود المتتابعة ( 1 ) ؟ 


١ 
7 


د 
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؟-4ؤ ل مك أن عرزل اذ كل الانؤاة الائيمة بدالا كر م بداتكود 
حدود المتتابعة ( ل ) ( أقرب إلى » أبعد عن ) الصفر من ب . 


أقرب إلى 


؟ ده١‏ ل ا 
من الصفر . ما هو الحد الأكير فى التتابعة الذى يكون أقرب للنهاية من *,. 


١ ١ ١ 
”از 1" يت 0م صفر‎ : 59 
مس سس سي و صعب سي وس بس سس أ سس سب سس و مص ص سس أ سو سس سج جه سام جف :ل اسل طش ا تبس‎ 
1 1١ 1 ١ 
م 05م‎ 


لا عاق » ل . 


؟ - 15 : إذا كان له > ن» ماهى القيمة التى يجب أن تأخذها ن حتى تكون جميع حدود المتتابعة 
ل ثري إل العس مسن 6 ؟ 


ن0-.ب»غ لان دل 
يد 

م 

؟ :17 : مهما كان العدد الذى نختاره صغيرا » فإنه يوجد دائما حد من حدود المتتابعة ( + ) 


يكون أقربٍ إلى الصفر من ذلك العدد ٠‏ جميع الحدود بعد هذا الحد تكون أيضا ‏ من العدد 
اللخنتا 
ب 


أقرب إلى الصفر 


+» م١‏ : لا يمكن أبدا أن تساوى قيمة لل صفرا , مهما كانت نه كبيرة . ومع ذلك » يمكننا جعل . 


ل قريبة من الصفر-بأى درجة نشاء باختيار قم ( أكبر » أصغر ) للعدد له . 


5 


خباية المتتابعة 710 


تحدثنا فى الباب الأول حدسيا عن اثار الحيوانات » والتخويلات » والروا 0 
للأمار » والرسوم البيانية للمعادلات . سنناقش الآن تناظرات مجردة مشاببة تسمى « دوال » . إن 
التحويل أو الراسم الذي قمنا باشتقاقه من أثر الحيوان كان دالة.والرسم البياني للمعادلة ص - + س 
سنسميه الآن دالة . 


ار قر وو د ا و 
الذى يزاوج كل عنصر من عناصر المجال ١.‏ » 7 0 ” | مع ضعف هذا العنصر فى المدى [ ”7 » 
"٠ 5‏ | يمكن تمثيله بمجموعة الأزواج المرتبة د - [ ١(‏ )50 )50 52))] . نفس هذه 
الدالة يمكن وصفها بالصورة د > | ( س » ص ) | ص - ” س ء س3 ١[|‏ ”)| 
ويقرأ هذا التعبير « د تساوى مجموعة كل الأزواج المرتبة.١‏ س » ص ) بحيث أن ص تساوى . 
»سس عنصر من عناصر المجال [ ٠ .» 1 2,7 , ١‏ 


إن الدالة عملية مزاوجة فى إتجاه واحد . فنحن ننظر للدالة د على أنها تحمل ١‏ إلى ؟ » ؟ إلى ؛ »> 
" إلى " وليس ليس العكس بالعكس كا تبين الأسهم فى شكل ؟ - ١‏ . وننظر إلى كل زوج مرتب 
كرسم للعنصر الأول فوق العنضر الثانى » وعليه فإن الزوج المرتب ١(‏ » ب ) يختلف عن الزوج 
المرتب ( س »7 ) حيث أن العنصر الأول فى (؟ » ب ) هو” بينا العنصر الأول فى ( ب » *) هو 


ل 5 


5 5 
ه 8 ل 
مدى د ع 0 
, م 
١‏ )مده 
١ 1 ١‏ 
شكل ١-١‏ 


وعلاوة على هذا فإننا نقيد الدالة بعدم السماح برسم العنصر الأول فوق عنصرين ثانيين . 
مختلفين » ولكننا سنسمح برسم عناصر أولية متعددة فوق عنصر ثالى مشترك . 0 
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:١ - 7 تعريف‎ 


الدالة مجموعة ازواج مرتبة ليس لاثبين منها نفس العيصر الأول . « مجال » الدالة هو مجموعة 
العناصر الأولى فى الأزواج ج المرتبة » و « المدى » هو مجموعة العناصر الكإنية فى الأزواج ج المرتبة . 

إذا كانت د دالة فإننا سنرمز لاه ترسو انرق بكار ديرم كس وال ين آذ 
الزوج المرتب 679 ت )عنصر من عناصرذ 67 تع 5 د وعدماتكب د (9) ددنت 
فإننا نقرر أن س هى « قيمة » الدالة عند ؟ . فمثلا حين نكتب د ( س) - س" + # سء فإننا 
نعنى أن س" + *اس هى قيمة الدالة د عند النقطة س فى مجال الدالة . 


د- إ(اسءص) ص- س'+"_اس »)اس و ح] 
وهى ‏ ما تكتب أحيانا د-. (( سس" +7 س ) ) 


الرسم البيانى للمعادلة ص - ” س هو مجموعة الأزواج ج المرتبة التى على الصورة 2*١‏ ؟/ ) » حيث 
3 ل عضا ا ار ا ا ل 
من 5 مجموعة الأعداد ا حقيقية » 


؟ - 19 : مجموعة الأزواج المرتبة [(0675(6)964(6)76*(6)921) )] تمثل دالة . كل 
عنصر من عناصر امجال يناظره عنصر واحد وواحد فقط من عناصر المدى . مجال الدالة هو المجموعة 
[4»”201»؟ ] ومداهأ هو المجموعة ( ./ا.529 ]. 


هل مثل مجموعة الأزواج المرتبة (١5201)غ٠525)ء(25(2)864‏ :2 )] دالة ؟ ما هو 
جالها ؟ ما هو مداها ؟ 


نعم » هى دالة . ١ع”ع”ء"»ء:‏ ] هوالمجال , (215 865625 )] هوالمدى . 


, الدالة على أنها مجموعة من‎ ١ - ١ يصف تعريف‎ : 730١-9 
منها_ نفس العنصر الأول و لخر يا ليست ادالة لأن لكل من‎ 
سس دصر ار‎ 0 

هل ])565(6)0.7”(2)9”25(2)525١4‏ دالة ؟ 


لا؛ لكل من )58205(2)127١‏ نفس العنصر الأول 


ل : كثيرا ما نصف الدالة بالنص على مجالها ومداها ثم وصف الأزواج المرتبة بمعادلة تعطى 
الصورة ص لاى نقطة س ف المجال . 


نهاية المتتابعة 1 


مفال : الدالة فى ؟ - ١5‏ دالة من المجال [ »"»301١‏ 4 ] فوق المدى [ 217 86»564 ) . ويمكن 
د: ل[ اتاد" : ] > كا اال ا 
ووصف كمل للدالة هو 
:> ([(رسءص)|ص- ٠٠‏ سءس 5 ”205020١[‏ 2 :1]) 
أعنبر الدالة من الأعداد الحقيقية فوق الاعداد الحقيقية » د :.ح سه حء الممثلة بالمعادلة 
ص - ء_اس - ؟ . ما هو امجال , المدى . الرسم البياني » ووصف هذه الدالة ؟ استعمل إح 
لترهمز إلى مجموعة الأعداد الحقيقية . 
كل من لمجال والمدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية . سنمثل المجال بيانيا على محور السينات والمدى 
الصادات . الدالة نفس المجموعة اللانبائية م النقط الت , تكون الخط المستة 
حور نفسها هى نهائية من : 2 
ص - # سه« المرسوم بيانيا . 
ل ل ل 


ص 


الع هل نمثل مجموعة الأزواج المرتببة التالية دالة 25١:‏ 37 ) 2 (”3ع 5)ء (هم520)ء 
])١ 2١١‏ ؟ ماهو مجالها ؟ ما هو مداها ؟ 
نعم » هى دالة . المجال هو [ ١2”اء*.ه‏ )ل المدى هو ( "5252.١‏ ) 


تعريف ؟ 5 : 
المتتابعة دالة مجاها مجموعة جزئية من الأعداد الطبيعية . 

المتتابعة فى هذا الكتاب هى مجموعة من الأزواج المرتبة » على سبيل المثال » 

((١ء‏ ح)ء رك ح, )»2 2750 ح)ء ( 4 نحج )...الل حن)1)» 
فيها الإحدائى الأول من كل زوج مرتب عدد طبيعى والإحدائى الثافى عدد حقيقى . مجموعة 
الاحداثيات الأولى هى « مجال » المتتابعة ومجموعة-الاحدائيات الثانية هى « مدى » المتابعة . 
وحيث أن ترتيب الأعداد الطبيعية معروف جيدا فالمعتاد هو اختصار ذلك التعبير الرمزى إلى مجموعة 
مرتبة من عناصر ألدى نرمز لما بالصورة :رحب حب جا جح 0.6 000 


2 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مغال : أول خمسة أعداد طبيعية قابلة للقسمة على 7 هى عناصر المدى لدالة معرفة على المجال 
(251”ع4»ه ] ومداها المجموعة ( * ١١.٠١5.965.‏ ] . هذه الدالة هى المتتابعة 
|< الهائية » [(21 *)» (525)» (2*5 9)» (5(6)1564» 15) ).انما تختصر إلى 
59ت كء 5ك 18). 

مفال: كل الأعداد الصحيحة الموجبة القابلة للقسمة على ”“ هى عناصر المدى للمتتابعة 
< اللامائية » (2.4)5205(6)5259(2)500...ء(ل امي ... | وتختصر إلى ش 
(2....»56425؟ لى ...) أو إلى (؟ له) . لاحظ أنه عند الإشارة إلى متتابعة نهائية فإننا نضع 
٠‏ الخد العام فى آخرها : ( ح,» ح,ء حي ...» حى)؛ ولكن إذا أردنا الإشارة إلى متتابعة لا نبائية » 
فإننا نضيف ثلاث نقط بعد الحد العام (ح,ء ح,ء حيء ...» حى» ...) أو نكتب (حى) . وإذا 
كانت صورة الحد العام واضحة فيمكننا أن نكتب ببساطة (ح,» ح,ء ح.ء ...) للدلالة على 
متتابعة لا نبائية . 


أفرض أن ضفدعة فى قاع بر وقعت تحت تأثير سحر ما جعلها قادرة على القفز نصف المسافة إلى 
حافة البعر فى المحاولة الأول ثم نصف المسافة المتبقية فى كل قفزة تالية ( شكل ؟ - 8 ) 


شكل ؟ -»؟ 


هل ستستطيع الضفدعة أن تحرر نفسها من البئر وتخرج خارجه ؟ . أن المسافات المتتالية التى 

تقفزها الضفدعة تكون متتابعة مسافات (1 , 1 . 2 » ..., لي , ... ) . إذا احتاجت 

: 0 

التتقوعة ثائية ‏ والحاة اين القفواك ا 1 ا رقم لم» فإن الزمن الذى تستغرقه 
١‏ 


لتنصيف المسافات إلى حافة البكر تكون لتتابعة زمنية 5 » 0 ا ل 0ه 
؟3 


نهاية المتتابعة 6 


ورغم أن حدود متتابعة المسافات تزداد صغرا وتصبح صغيرة جداً عندما تكبر له جداً » فإن كل 
شخص تقريبا سيوافق على أن الضفدعة لن تحرر نفسها أبدا . ومع ذلك فقبل مناقشة هذه النتيجة » 
دعنا ندزس المسألة التالية . أمها مشابهة تماماً » ولكن الإجابة المعتادة تناقض على ما يبدو الاجابة التى 


حصلنا عليها فى. التو . 


لقد صاغ الفيلسوف زينو » الذى عاش ف إليا على الشاطىء الجنوبى لايطاليا حوالى عام كن 
ق . م» هذه المتناقضة الظاهرية التى يبدو فيها تفكيره 5 لو كان يشير إلى أن أشيلس لا يستطيع' ” 
الامساك بسلحفاة إذا سمح لها باتمايز عليه فى بداية السباق . يبدأ أشيلس من نقطة ؟ ( شكل ؟ - , 
* ) وتبدأ السلحفاة من نقطة ب . سيحتاج أشيلس لزمن قدره لم ليقطع المسافة حتى ب وف 
نفس هذا القدر من الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى < . وعليه فإنه سيكون على أشيلس أن 
يقطع المسافة إلى < قبل أن يتمكن من اللحاق بالسلحفاة :إنه جاع ارمن قدرة حلي اليقطع المطافة 
لمتبقية حتى ح » ولكن خلال هذا الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى ك . ولا يزال على أشيلس أن 
يقطع المسافة التى سارتها السلحفاة خلال هذه الفترة الزمنية الأخيرة . إنه سيحتاج لزمن قدره لام 
لقطع هذه المسافة » ولكن السلحفاة ستحرز مزيدا من التقدم خلال دي . سيترك هذا مسافة رابعة 
على أشيلس ان يقطعها » وبالطبع » ستحرز السلحفاة مزيدا أكثر من التقدم خلال لة, . ويتساءل 
زينو عما إذا كان هذا سيستمر إلى الأبد » إذ سيظل هناك دائما مسافة صغيرة على أشيلس أن 
يحريها . وبيها هو يجرى هذه المسافة » ستحرز السلحفاة بعض التقدم تاركة لأشيلس مسافة أخرى 
بينه وبينها . 


إذا كان البعد بين * » س ميل واحد وكان أشيلس يجرى بسرعة 7 ميل / ساعة بينا تزحف . 
السلحفاة بسرعة ١‏ ميل/ ساعة فط » فإن التجربة قد بينت أن أشيلس سيتجاوز السلحفاة بعد 
ساعة واحدة بالضبط . وهذه هى المتناقضة الظاهرية : كيف يستطيع أشيلس القيام بعدد لا.نهاني من 
تنصيفات المسافة بينه وبين السلحفاة فى قدر محدود من الزمن ؟ 


بض النبايات والاتصال فى خساب التفاضل والتكامل 


أدرس الجدول التالي وانظر ما إذا كان باستطاعتك الإجابة على متناقضة زينو الظاهرية قبل, 
الاسترسال فى. القراءة 5 


سلس م 


١ 

3 
5 
3 
7 
/ 


| نوا 
5 


لني 


ما قم 
املد 
حا سا 


| > 
م ا 


- 
حم 
ا 
حم 


إذن فبعد التنصيف السادس سيظل على أشيلس أن يقطع ل من الميل قبل أن يتمكن من اللحاق 
بالسلحفاة . ولكن هل سيكون أشيلس قد تجاوز السلحفاة بعد مليون من هذه التنصيفات ؟ إن 


: 50 م 
55 ل » ... ) . والأزمنة اللازمة لإجراء هذه التنصيفات تكون المتتابعة الزمنية ( 5 26 2 2 » 
4 4 
0 


ث.. ا 6 


٠‏ ....) . وحدود كل من هاتين المتتابعتين يأخذ فى الصغر تدريجيا » ولكن هل يساوى 
له 

أى من "هذه الحدود صفرا بالفعل ؟ 

بمقارنة مسألة أشيلس ومسألة الضفدعة نرى أنهما متشابيتان جدا . فى زمن قدره ل ينصف 
أشيلس المسافة حتى السلحفاة . وينصف المسافة المتبقية فى كل فترة زمنية تالية تماما ك] تفعل 
الضفدعة » ومع ذلك فإننا نشعر بالبديبة أن أشيلس سيلحق فعلا بالسلحفاة بيها لن تخرج الضفدعة 
أبدا من البعر . هل هناك شىء مختلف ف المسألتين يسمح لأشيلس باللحاق بالسلحفاة بيها يعوق 
الضفدعة من مغادرة البعر ؟ 


نباية المتتابعة زكرا 


إن المتتابعتين الزمتيتين فيبما مختلفتان . فأشيلس سيستغرق زمنا كليا قدره ل + + + 1 + .. .4 


اجا بلع بالطاجاه مره لزي الكل الذي تمخترقه المقدعة وو لقاو إن جحافة :ير 
با ا مي ار حال يتين بستلاق عل مل الدرا رين اجر ا رو فرع 
متتابعة زمنية أو متسلسلة زمنية » . وسيحتاج الأمر إلى عدة صفحات لشرح الفرق بين هذين 
امجموعين » ولكننا سنبين فى كلمات موجزة أن مجموع متتابعة أشيلس الزمنية هو ١‏ » ما يشير إلى 
أنه سيجرى عددا لانهائيا من التنصيفات فى ساعة واحدة ء بينا. يتزايد مجموع المتتابعة الزمنية 
للضفدعة بلا حدود مما يشير إلى أنه لن يكون لدى الضفدعة الزمن اللازم لعمل عدد لا تبالى من 
التنصيفات . 

وبعبارة أخرى ». إذا لم تأخذ الضفدعة الثانية الإضافية بعد كل قفزة فإنها كانت ستصل إلى حافة 
البعر ؛ وإذا استراح كل من أشيلس والسلحفاة لمدة ثانية واحدة بعد كل تنصيف فإن أشيلس لم يكن 
ليلحق بالسلحفاة . 

ابعل لماي الطائرها رقف عل بيات أن آخيانى شطع الثيام بعد "تبان من التعبيقات 
فى قدر محدود من الزمن » ولذا فإننا سنقطع المناقشة ة لبيان أن مجموع المتتابغة الزمنية ( + » + » 
...) هو .١‏ 


ل : 
/ 


قو جوع اقراله الندينة انور انور ا ةل 
ار 


... » حيث | ر| < ١‏ . وإذا فحصنا مجموع المتتابعة الزمنية ( 2 »+ 1 . ) لرأينا أن النسبة ر 
بين الحدود هى ل وأن الحد الأول؟ هو أيضا ل . وبهذا فإن المجموع ل + 1+خ4...+ + 
١‏ 
... يكون : 
31 
لثمم ١‏ 
(2-5) 


وعلى ذلك فإن هذه الصيغة لمجموع المتوالية الهندسية تشير إلى أن أشيلس قد قطع مسافة الميل 
الواحد بينه وبين السلحفاة فى زمن قدره ساعة » نظرا لأن مجموع كل من المتتابعة الزمنية ومتتابعة 
المسافات هو ١‏ . 

١ 


ولكن هل ستصل الضفدعة فى أى وقت إلى حافة البعر ؟ إنها تقفز : 2 


... )ء'وهذه متوالية هندسية من المسافات مجموعها ١‏ ولكن ليس للمتسلسلة الزمنية للضفدعة » 


3 


000 
ًّ 


اك د لع ب ...ءأى قيمة كعدد حقيقى . هاهنا تقم المتناقضة الظاهرية 
راسي ا »أى قي حميفى ع هر 


فعلا . هل يستطيع أشيلس حقيقة أن يسير عبر عدد لا نهاثى من النقط ؟ نعم » وهذا يحدث كل 


ان النهايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


يوم . هل تستطيع الضفدعة أن دة تقفز عددا لانهائيا من المرات ؟ هذا ليس بالامكان إذا كانت تستغرق 
ثانية واحدة على الأقل لكل قفزة . إذا كانت الضفدعة قادرة على القيام بعد لا نهان من القفزات فى 
زمن حياتها امحدود » فإنها ستصل إلى حافة البئر . ولكن الضفدعة لا تستطيع القيام بعدد لا نهانى من 
القفزات لأن كل قفزة ستستغرق ثانية واحدة على الأقل وزمن حياة الضفدعة ليس طويلا بقدر 
يكف للسمات مده لا باق ني إقوان 2 من جاتن ارهن أشيلتن يكن أ بسن عون قدو 
نبا من النقط إذا لم نصر على توقفه الحظيا عند كل نقطة . 

وفى الحقيقة فإن سيان مع سن فى ايك ان قات المسافة بينه 
ونان الشلحتاة ة إذا كان كل تنصيف يستغرق ثانية ؟ » يجب أن نقر [ إنه لو كان كل تنصيف يستغرق 
انية على الأقل فإن أشيلس لن يستطيع أبدا أن يلحق بالسلحفاة . ويمكن للبعض أن يجادل بأن زينو 
كان يدرك بالتأكيد أن بعض التنصيفات ستستغرق أقل من ثانية واحدة . الواقع أن ماكان يقصده 
زينو هو الكرونون ( أصغر جزء ممكن من الزمن ) . فى هذا الجزء الوجيز من الزمن » لم يكن 
أشيلس ليستطيع القيام بأكثر من تنصيف واحد , ثم تنصيف واحد فى الكرونون التالى وهكذا هكذا 
بلا نباية . 

بما أننا قد أوضحنا أنه | إذا سار أشيلس بسرعة ١‏ ميل/ الساعة لمدة ساعة فإنه سيتم عدا لا نهائيا 

من التنصيفات فى الثانية الأخيرة فإنه يبدو أن لا وجود لثىء كالكرونون . 


يوضح شكل ؟ - 4 مثالا آخر ب يبين الفرق بين السير عبر عدد لا نهافى من النقط والوقوف 
للحظة من الزمن عند كل نقطة . فى هلبه المسألة وضع فر من فهران أربعة آلية فى ركنن من أركان 
حجرة مربعة وقد تمت برمجة كل فأر ليتبع جاره الواقع على يمينه . وعند إدارة مفتاح البدء يتحرك كل 
فأر تجاه جاره ويستمر فى متأبعته أينا ذهب . 


شكل 4-50 


نهاية المتتابعة هم 


ستدور الفثران الآلية حول النقطة فى مركز الحجرة عددا لا نهائيا من المرات . بفرض أن هذه 
الفثران جميعها صغيرة بالقدر الكافى لأن تشغل نقطة واحدة » فهل ستصل إلى مركز الحجرة فى أى 
وقت من الأوقات ؟ | إذا كانت الفكران تصنع ٠١‏ دورات ف الثانية فإنها لن تصل أبدا إلى المركز لأنه 
لا يتاح عدد لا نمافى من الثواق . وإذا كانت الفتران تتحرك بسرعة ٠‏ قدم/ ثانية » فإنها تستطيع 
اتمام عدد لا نها من الدورات ف الثانية الأخيرة » ونظرا لأن طول الحلزون الذى ستقطعه محدود 


امهل إل ال كن 
لقد افترضنا فى المناقشة السابقة أن مجموع المتوالية الندسية يعطى بالمقدار - ' حي 
صارزل 
| ر] ١<‏ . سنبين الآن أن هذا الافتراض كان صحيحا.يشتق التعبير - / غاذة: ه: الصيغة 
2921 


5 لله التى تمثل مجموع نه حدا الأولى من المتوالية الهندسية وهو ماسنشتقه الآن . لتكن 
حال 5 


١ له‎ 


ح نه هى مجموع له حدا الأولى من المتوالية الهندسية . إذن يمكننا كتابة 


حل ع: +ار ج+ةرك جا بوره 
ذا ضرينا الطرفين ف ار فإتنا حصل على 
| رجن ل ال +ا 0 
م قد الكل الخذود بعطفن يبنا عدااك زه . إذن 


حجان امار كر ل 


ومنها : 
1 حن( ١‏ سر) جارك 
وبالتالى : 
0 جلت 
-- 2-1 
5 ر 


تعتمد الخطوة التالية في الاشتقاق على المفهوم الحام الخاص بالنباية دوخ هرم عينم تارق 
باق الكتاب لشرحه بشكل كامل . إذا كانت ر عددا بين صفر وواحد فإننا ندعى أن رله تقترب من 
الصفر حين تزداد له بلا حد . إذن » فمجموع عدد لا نهاى من الحدود هو . 


" _)عرفص()١(‎ ٠ 
1 كور‎ 


إننا نعبر عن هذه الحقيقة بكتابة 


اي ‏ ا 2 ال0 7 
نه سه مخ ١‏ ار ١‏ سر 


بض النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


للاستزادةة فى بحث هذه الحقيقة نحتاج لأن نعرّف بدقة ما نعنيه حين نقول « نباية المتتابعة 


دض عندما تزداد له بلا حد تساوى صفر » وهو مانعبر عنه بكتابة 


إذا كانت له أى من أو تساوى ن فإن الفرق الموجب بين ل » صفر يكون أقل من ع 
ويمكن كتابة هذا رمزيا بالصورة 


هذا التعريف من حيث الجوهر هو نفس التعريف الموجود فى الاطار ١١ - ١‏ . هناك ذكرنا أن 
صفر هو نهاية المتتابعة ( كح ) إذا كانت جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها تقع فى كل 
جوار للصفر . وف التعريف أعلاه نصر على أن تكون جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها 
داخل جوار للصفر نصف قطره ع . العدد المحدود من العناصر التى تأ قبل الحد رقم ن قد يكون 
خارج جوار الصفر الذى نصف قطره © . والحد رقم ن والعدد اللانهاقى من الحدود التى تأقى 
بعده ( الحدود رقم له حيث (4 > ن) تقع كلها داخل جوار الصفر الذى نصف قطره أ6 
لشرح هذا التعريف سنقدم مثالا اخر . أفرض أن أشيلس قرر أن يسير من مدينة ! إلى مدينة ب 
التى تبعد بمقدار ميل عن ١‏ ( شكل ؟ - ه ) . إنه سيسير ل ميل + + ميل + 2 ميل + ... حتى 
يقطع المسافة بين المدينتين . إن هذا التعريف يقود إلى منازلة بين أشيلس وشخص خفى يدعى 
إبسيلون . يقف إبسيلون قريبا بأى درجة يشاء من المدينة ب + ولكن يمكن أن يكون أشيلس أقرب 
للمدينة بسيره عبر التنصيف رقم ن ( شكل 5 --5). 


١ ١ 1 1‏ 
0 - 2 - 
لذ كا م 0 ف 
الحاو( 
اسان 
535 
3 م 


نهاية المتتابعة 0 


5-5١ شكل‎ 


إذا كان إبسيلون يقف على بعد ل ميل من المدينة ب » فإن أشيلس سيكون أقرب إلى المدينة من 
ل عر الع را" . وكل تنصيف بعد الرابع سيجعل أشيلس أكثر قربا من 
المدينة . 


ويمكن إختصار هذا إلى : 
١ : ١ 3‏ 
له > ع ا 
أى أنه إذا كانت له أي من أو تساوى 4 فإن المسافة بين -ل » صفر تكون أقل من ل . 
اله ٠‏ 

أفرض أن إبسيلون يبعد عن المدينة بمقدار .,.١‏ ميل . عندئنا يكون أشيلس أقرب إلى المدينة من 
إبسيلون بعد التتصيف السابع . أى أن له > /ا سيجعل | .أ - صفر] ,.١<‏ 

ماي اتا ( لي ) تساوى صقر حون تصبح دة لا بلة إذا كان أشيلس يستطيع دائما أن 
ري اله م ساك . ونظرا لأنه يوجد دائما عدد لا نهإق من التنصيفات الأقرب إلى 
الصفر من أى قرب يستطيع إبسيلون تحقيقه » فإن جميع التنصيفات فيما عدا عدد محدود منها 
ستكون أكثر قربا من إبسبلون . 

لقد صّمّم اتمرين امبر التالى 0 لهذه الأفكاز 
؟ - "9# : إذا كان باط ل ع صفر ء فإنه 

1 


نه 
يوجد عدد طبيعى 0 
بحيث أن 


له >ا د 2 | لي - صفر] < » 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


والتقارير التى على الصورة المذكورة أعلاه يمكن اعتبارها وصفا لمباراة . السيد إبسيلون هو 
. المهاجم والقارىء هو المدافع . المهاجم يعطى قيما للرموز التى تلى « لكل » أما المدافع فعليه أن 
يحصل على قم مناظرة لكل الرموز التى تلى « يوجد » . إذا أعطى المهاجم الرمز © القيمة ١,١‏ » 
فسيكون علينا أن نحصل على عدد مناطرن من 4 ميث يكون له > ؛ سه | سل صفر] < ..١‏ 


فإذا واجهنا بالتحدى بالقيمة .,.١‏ للرمز :يم » فما هى أصغر قيمة للغدد ن.تضمن أن 


له > ن عتم كن 


ن ع ؟ ؛لأن | ١‏ - ملك . 

1 صفر | ل وهى أقل من .,١١‏ 

؟* »94 : إذا ووجهنا بالتحدى لايجاد ن بحيث أن دكن 2 | . بل.- صفر |< ل فيمكننا 
اختيار ن > 6 لأن | لل صفر|- بل < ل . اميت 8 


أوحد د بحيث أذ نم د سه | إل - فر ]< يلم 


ن > . أى غدد طبيعى أكبر من 8 سيفى بالغرض 


18-5 اى3 مكلك اختوارها بعيث آنا نه ىذا لت | لود صفن] و١ ١‏ 


ارشاد : ؟'' ع كلاه .رب 5د نومره 


4 
6 


٠١.7١ >‏ هى أصغر ن ستحقق التقرير » ولكن أى ن أكبر منها ستحققه هى الأخرى . 


5-97 #فريق كما لات فر “هو 


رم سوه مم ف 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
بحيث أن 
موادت الل سار ا عِِ 


ا ا 


نهاية المتتابعة و 


ل, ... ) . إذا أعطينا'ع -! » فإئنا نريد 
0 2.6 ينا ع 27 بع برد 
ل لقم ل 0 
تكون أقرب ألى الصفر من 1 . 


؟ قم" : أى ن يمكنك اختيارها بحيث أن له >ان .| ل صفر << ابره ؟ 


١١.١ © ن‎ 


وم : ماهو تعريف مسا لك ١‏ ؟ تأكد من أنك تشير إلى أن حدود المتتابعة 


مه 5ب ١‏ 
تقترب من 1 ء أى أن | للقكط) ‏ جره م و م 
01 2 
: ++ إلى 
تعرف : دلا - ١‏ بأنها تعنى أنه 


نم سه مه ل" ١‏ 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


١ 5 1 1‏ 3 ع" 
ا 57 الكت الششصش 2 1002000 
ل عه مح نك ١‏ 


لكل عدد حقيقى موجب 6 


يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
1 
هكد - إاكبقح! ‏ م|ء 6 
١‏ 


الشكل التالى يوضح الرسم البيافى لعدد من حدود المتتابعة . لاحظ كيف أنها ترام بالقرنية عن 
نهاية المتتابعة . يمكننا أن نقول أن كل جوار للعدد ” يحتوى عددا لا نهائيا من نقط المتتابعة . أن كل 
جوار يحتوى جميع عناصر المتتابعة فيما عدا عدد محدود منها 


1 
ا 


لهي ن.م | 


١>‏ » فسيكون من الضرورى 8ج هذه ا الطبيعية الأكبر من 


توح اجم وا اج وان 


نباية المتتابعة 1:١‏ 


« جسم تبرق ميا نك د ضفن بانا تعن أن 


هم فم مله 
لكل عدد حقيقى ع > صفر 
يوجد ن > صفر 
بحيث أنه 


له > ن ال صفر| <ء 
ب ْ ش 
؟ - 6 : أكتب قائمة بعناصر المتتابعة ( ل )* 


١ ١ ١‏ ارده 
د ا 


00-7 
١5١ م4‎ 


9 - #6 : غباية المتتابعة اللانبائية ( ؟   (‏ ل )* ) تساوى ؟ . وحين تمثل هذه المتتابعة بيانيا 
فإن عناصر مدى المتتابعة تكون أكبر وأصغر من 7 على التبادل » ولككن كل حد يككون أقرب إلى ” 
من الحد الذى يسبقه . فى أى جوار للعدد. ؟-يو جد عدد لمان هن جدود المتتابعة » وكل جوار 
للعدد ١‏ يحوى جميع عناصر المتتابعة .فيما عدا عدد محدود منها . أكتب قائمة بعناصر المتتابعة 


١ 
)*2-(-5( 
0 ه م لال ١ا”_ و اك وه‎ 
59 8 لام سام سد ع ملسم 4 ليث 6 : الله‎ 
1 ا اله‎ 0 
(لم+ 20 له‎ 8 
لاحظ أن +" كك موي و‎ 
51 بوله‎ 
1 م 5 دك‎ 1 ١ 
لهم ب سس سس 111/1 و .تيس‎ 
بل ”م اإن- 6 اله 4 ال - ؟‎ ١ - له‎ 
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؟ اسه تعرف هييا(5-(-)*) - " بأنه 


لكل عدد حقيقى موجب 6 


بحيث أن 
0 1 
له> ن - | اد 52 
؟ -8” : أكتب قائمة بعناصر المتتابعة ( +(-2)”*) 
الك ا مس 07 الفسسسد لركتة سا 
4 


١١ 4‏ 0ه 


- 4” : مثل بيانيا الحدود الستة الأولى من حدود المتتابعة"(:, + (- )*) على خط الأعداد 
التالى : 


الرسم البيانى ممائل للرسم الموجود فى ” - ه” فيما عدا أن نقطة المركر تكون عند ” . 
40-5 :ماهى ييا( + )5 
* - 49 : أكتب قائمة بعناصر المنتابعة ( ع - (4)*) . 


5 له 
2ك 2..... تلكحك.. 


77 


| 


5 
5 


يمكن كتابة الحد العام بصور مختلفة : 


نباية المتتابعة 1 1 


؟ - 45 :ما هى نهاية ( ٠‏ (1)” ) عندما تتزايد له بلا حد ؟ 


9 4# : ماءهو تعريف هلبا (8 - (2)*) - 8 ؟ 
تعرف ميال 8 - ()") - 8 بأنها تعنى أن 


لكل عدد حقيقى موجب » 
يوجد عدد طبيعى ن 


بحيث أنْ 


نكن - |(؟- *)-؟ا<ء 


44-5 : ما هى أصغر قيمة يمكنك أعطاءها للعدد ن لضمان أن جميع حدود (  ”‏ (2) ) بعد 
الحد رقم ن ستكون أقرب إلى " من 5,..1 ؟ أرشاد : ١5‏ 2 1.54 55 ج ؟1(ه, 


ن - ٠١‏ . لأن له > ٠٠١6‏ عاو تارمم | جح آاأثثره 
*؟ - هغ : عرف التقرير « ل تككون نباية المتتابعة اللانهائية ( حر ) حين تزداد له بلا حد » 


تعريف " - ا" : 
يعرف التعبير نبوا ح. - ل بأنه يعنى أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد طبيعى ن 
بيحيث أن 
له > نا بم | ح-ل|<ء 


الباب الثالث 
الاتصال 


بيّنا فى الباب الأول أنه عند دراسة الاتصال فإننا نهتم بما إذا كانت الدالة ترسم النقط القريبة من 
بعضها البعض ف المجال إلى نقط قريبة من بعضها البعض فى المدى . إننا نقول أن الدالة د متصلة عند 
نقطة ح فى مجالما إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للنقطة د ( ح ) نصف قطره © 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره 6. 
بحيث أن 
لكل نقطة س فى مجال د ' 
اذا كانت س فى جوار للنقطة ح نضف قطره ة ؛ فإن د ( س ) تكون فى جوار للنقطة د (س) 
نصف قطره 6 . 
يوضح شكل ” - ١‏ هذا التعريف , الذى يوحى لنفس لعبة المهاجم والمدافع التى لعبناها فى 
الباب الثانى . يطلب المهاجم قربا قدره ع من القيمة د ( ح ) , ويجيب المدافع بعدد 6 بحيث ترسم 
جميع نقط مجال د الواقعة فى جوار للنقطة: ح نصف قطره ة إلى الجوار المعطى للقيمة د ( ح ) الذى 
نصف قطره 6 . 
إذا امكن ايجاد 6 فإن المدافع يكسب » وتكون الدالة متصلة عند ح . 


حمر لجسل 
؟ ؟ 
0-8 سد 
0 0 


جوار للنقطه د (ح) نصف قطره © 


جوار للنقطة ح نصف قطره 8 
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سنستخدم الاصطلاح « جوار » لمجموعة » تسمى أيضا فترة مفتوحة أو كرة مفتوحة أو قرصا 
مفتوحا » ونحن نفضل الاصطلاح « جوار ») » لانه يحمل ضمنا المعنى الحدسى لمفهوم القرب . 
فحين يعيش شخص بالقرب منا » نقول أنه يعيش فى جوارنا . إذا كانت س نقطة بعدها عن س أقل 
من 8 فسنقول أن س تنتمى لجوار للنقطة ب نصف قطره 8 . فإذا كانت المسافة من س إلى ب أقل 
من ؟ مثلاء» فسنقول أن س تنتمى لجوار للنقطة س نصف قطره 5 ونرمز هذا بالرمر 


س دح زرهس). 
عدي -|س|ع < س < وا 
؟ . 
سسسب ب سي ب و 3ق رج سس سس وس د 
0 5 0 ؟ ١‏ : 
0 
ح” - اس] <١‏ س < م| 
ه 3 22 ١‏ 0 
ر2 
ع2 - إس ال < س < 5 
1 5 ااا 
١ 0 12000 00 5‏ 0 
رح 
شكل ”«- »؟ 


د 


شكل «- م 


شكل 7 - ؟ يبين فئة من الجوارات للنقطة ؟ » وهى عبارة عن فترات مفتوحة على خمط الأعداد 
الحقيقية اروك انقو ار جا 11 لعو لاف اروز ار رن عار 
الحقيقية الواقعة بين ١‏ » > كم شر اماه مرا ال 


0 لى|خ<س<2ا 
5 


وتقرأ « جوار النقطة ؟ الذى نصف قطره نصف هو مجموعة جميع النقط س بحيث تكون س 
كين مرخ 1 وا ا عي كي رع وروا كام 


الاتصسال ع1 


فى شكل * - 57 ناء الجوار ج, (؟) هو المجموعة ( س|1< س < "] »ء أى مجموعة كل 
س بحيث تقع س بين "201١‏ . واذا كانت س فى , (؟)ء فإن اس - .١<]5‏ 


فى شكل ” - ١‏ حء الجوار حي (؟) هو المجموعة [ س | ل < س < 2 | » 
3 


د 


سن د 00١62‏ عه ]اس - 1< 2 . 


على خط الأعداد الحقيقية يكون ج, (ب) جوار النقطة ب الذى نصف قطره ة ( شكل * - 
#). والخرع الطلل :مخ خط الأغداذ الحقيقية :ين اند 8 نت 2 قاهو وان البقطة ات الذى 
نصف قطره 8 . النقطتان ب 8.. ب + 8 ليستا عناصر فى الجوار 2 (س) . 


2 (ن) د زس إب- ة<س<ب +ة) 


١ - *‏ : مثل بيانيا جم (8) 
8 


# : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 
لهلهم ٠‏ 
0 ؛ #مب مام #م؟ ا ٠‏ 


0” 


8# - ع : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 
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# - ه : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 


د( + د ) د( -» 


ج.(د(7)) 


"# - 5 : تكون الدالة د متصلة عند نقطة ح فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للقيمة د (ح) نصف قطره © 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره 8 
بحيث أن 
لكل نقطة س فى مجال د 
إذا كانت س فى جوار للنقطة ح نصف قطره 8 فإن د (س) تكون فى جوار للقيمة د (ح) 
نصف قطره © . 


س 5 ج, (رح) © د رس) و ج (ردرس) )2 


* - 7 : أعد كتابة التعريف الخاص بالعبارة « تكون د متصلة عند نقطة ب فى مجال د ») باستخدام 
رمز القيمة المطلقة للدلالة على البعد . 

لاحظ أن.]| سن ات |< 8 تكافء س تح ج, (ب) . وبالمثل » | د (س) - د (ت) | < 3 
تكافء د (س) 3 ج, (د(ب)). 


5 تعريف " 1 ١١‏ 
تكون الدالة د متعصلة عند نقطة ب فى محاها إذا وفقط إذا كان 
٠ -‏ لكل عدد حقيقى مومجب » 
0 يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 

0 ا م هم أدورس ‏ دص)|<» 

. وسيكون هذا هو تعريفنا للاتصال عند نقطة فى مجال الدالة . 


الاتصال 1:4 


تصور غشاء طبلة مصنوعا من ماذة مرنة تتحمل تشوهات قاسية دون أن يتمزق . هذا الغشاء يمثل 
قرصا ثنانى البعد يمكننا أن نستحدث عليه تحويلات متصلة عن طريق الإجهاد أو الشد:. فإذا ربمنا 
منحنى على غشاء الطبلة ثم شوهنا الرسم بشد الغشاء فإن التحويل الناتج سيكون متصلا . 


شكل “” - 4 


يوضح شكل * - 4 تحويلا ناشئا عن شد غشاء الطبلة إلى ابمين . المنحنى ى, هو مجال 
التحويل » والمنحنى ى, هو مدى التحويل . ف التحويلات الناشكة بهذه الطريقة على قرصنا » يوجد 
لكل جوار للقيمة“د إس) ف المدى جوار للنقطة ب ف المجال بحيث أن كل نقطة ف المجال قريبة من ب 
ترسم إلى نقطة فى الجوار المعطى. للقيمة د إس) . فى التحويل المعطى أعلاه » النقطة د (س) هى صورة 
النقطة ب وكل نقطة فى الجوار ج: (س) ترسم إلى نقطة ما قريبة فى حدود ع من د (س) . 


والنقطة س تنتمى للجوار ج, (س) إذا كانت المسافة بين س » نس أقل من 8 . 


6 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


فى التحويل التالى.المصور على غشاء الطبلة ( شكل * - ه ) . ليس صحيحا أن كل نقطة من 
نقط لمجال التى على بعد فى حدود ق,من س ترسم إلى نقطة تنتمى للجوار ج, ( د (ب) ) . أى أنه 
توجد نقطة ح من نقط المجال قريبة من س فى حدود 8, ولا ترسم إلى نقطة قريبة فى حدود © من 
د (ب) ف المدى . 


قريبة فى حدود 6 من د (س) . ويعبز عن هذا رمزيا على الصورة : 


س 2 ج, (ب) ‏ د رس)5 ج, (درب))2 


وهو ما يعنى ببساطة أنه إذا كان البعد بين س »ب أقل من ة, » فإن البعد بين د (س) » د (ب) 
يكون أقل من ع . وحيث أنه من الممكن إيجاد جور ما للنقطة ب نصف قطره 8 لكل جوار للنقطة 
ع 4 » فإننا نستنتج أن الدالة متصلة عند ب . 

* -8 : لتكن د : ح سه ح هى الدالة | (س » ص) | ص - ”7 س + 21١‏ س3 2]. 


فرض أن التحدى الذى يواجهنا هو ايجاد 4 تحقق التقرير 


اس -؟|<قه إ(م_س+٠0)‏ »| <ج 


إذا كانت د متصلة: عند النقطة ” فإنه يوجد ق8 كهذه . ولايجاد قيمة مضبوطة للعدد ق. سنبداً 
بالتالى .|( * س + ١‏ ) - 7< » ونستعيض عن الطرف الأيمن منه بتعبيرات مختلفة جتى نحصل 
على شىء مماثئل للمتقدم » | س ‏ 5 | < 8 . سنسمى هذه العملية استكشافا » وذلك لأسباب 


«نارعس+١5)-»]<ج‏ 
ب :| * اس 5< 


ة : ”* 00 ال 


مه ااه 


والآن إذا اخترنا و-لء فإن التقرير (5) يكون مطابقا للمتقدم |س ‏ ؟]| < 8 . وبالتالى 
نستطيع الآن إثبات أنه إذا كان س 3 ج, )١(‏ فإن د (س)3 ج, (7) 


١ 5 


. الاتصال ١ه‏ 


لقد بينا أنه إذا كانت س على بعد فى حدود ل من ” » فإن ” س + ١‏ تكون على بعد فى حدود 
من 7 . أوجد قيمة للعدد 8 تحقق التقرير 
امت ]اج إرعس+١)-»؟|<‏ 2 
0 < حل . وقد تم إيجاد هذا الحد العلوى للقمم التى يمكن أن تأخذها 8 بالبدء بالتالى [ْ 
|س-؟|<ة. ٠‏ 


استكثاف : 
(: |(“ س+١)-|<2‏ 


ب:|إ ٠س‏ ]2<|5 
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وعلى ذلك ». فلو فرضنا أن'ة هى أى عدد حقيقى موجب أقل من أو يساوى ل , فإنه يمكننا 
اثبات أن 


|س-_؟| < 6 © وى عا يو ا 


4-8 عاهى قم و االتى تحقق التقزير 


اسسأادفة|]رعر سجن بء]دن,.؟ 


م < علاا.. 


استكشاف : 
|( : [وواقي ااحيم | اي 
بت:إ|اءعس _-؟ .,..١<|‏ 
داع إس - .,.١<|١‏ 
ف |س- ؟]|< علانر,. 
لاحظ أن الخطوة ( ح ) لا تؤدى إلى الخطوة ( لأن «9. .,. > ليث . ومع ذلك » فإن 


(©) تؤدى إلى ( ح ) بالفعل » وهذا هو المهم فى إثبات أن 
[س- ؟|<88...,. ]ولاس دوت 0 ا اندي 


البرهان : 
:]سس ١]|<سسيير.‏ 


ع«|س- ؟]|<ابر. 


| بن ع | 


مح جه الحم 


:"اس +بو)لا]<انى,. 


وبهذا نرى أنه كان يمكننا اختيار أى عدد أقل من لل . إن هت عتييرنء أو 
8 - ...0,0 أوة -4...,. هى بعض من العدد اللانهاثى من القم التى يمكن أن تأخذها 8 . 
ومن المهم إدراك أننا نبحث فى الاستكشاف عن خطوة تالية سوف تؤدى إلى المخطوة السابق كتابتها 
فعلا . وهناك عادة عدد لاهانى من الامكانات للخطوة التالية » ولكن واحدة أو إثنتين منها الحسن 
الحظ أكثر وضوحا من بقيتها . 


الاتصال إن 


إذا كانت ( ح ) هى ؟ | س - ؟ | <1.,. فإن 
و2 اوبح ]| ب 

تكون مقبولة ؛ وكذلك أيضا 

ى:|أس -١؟|<.ا‏ 

ولكن التقرير (5) الذى يبدو طبيعيا أكثر من غيره هو 
ى:|[اس- .,...858<|١‏ 


من المهم أن ى م ح ء ولكن ليس من الضرورى أن ح © 5 . 


٠١١ - '*‏ : أثبت أن الدالة [(س » ص) | ص - ”7 س.+ ١‏ » س 3 ح ] متصلة عند النقطة ١‏ 
من مجالها . 
إن هذا هو أول برهان يطلب منك كتابته » ولذا فعليك أخذ هذا الاطار بمنتهى الجدية . يجب 
عليك مراجعة التعريف الموجود فى الاطار “ - 7 وكتابة استكشاف قبل محاولة البرهان . ومن 
فضلك اعتبر أن هذا الإطار تحديا أكثر منه عائقا مستحيلا . 
يجب أن نثبت أن 
لكل عدد حقيقى موجب » 


يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س ف مجال ((س. ” س + ))١‏ 
[س-ءم|<ة |رمس+١) <[٠١‏ ع 


استكفاف : 
: ارزع« س+دن) »<|٠١‏ 
بذ | نب > ]| < ع 
ا 
هذا التقرير الأخير هو ببساطة المتقدم 
| س- ؟ |< وإذا كانت 8 - ع 
إثبات أن الدالة | (س ء ص) | ص - ” س + ١‏ » س ب ح , متصلة عند النقطة ” فى مجالها : 
والأىء معطاة » إختر 6 - م . 
؟ : إذا كان | س ‏ " | < 8 فإن 


* د |]س- ؟|<2 
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4 :اس و]|< » 
ها ارين © اح اه 
وبذلك : 
5س عند انوع وسح وت | د 


١-5 0‏ : أنبت أن د - [(س » ص) | ص - 8 س + ١‏ » س لح ] تكون متصلة عند ١‏ . 


يجب أن نشثبت أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 0 
بحيث أن 
لكل س فى محال (س» ”اس + ))١‏ 
أس- ١|<ة»‏ > ارءس+تحع)_ ؛|< » 


اسستكشاف : 
657 | دم 
ت:إاءعس "|<» 


ناس ١إدعٌ ‏ 


البرهان : 
١‏ : لأى ء معطاة اختر 2-8 
: إذا كان | س  <|1١‏ 8 فإن 
٠.‏ 6 
: *إآس <|]|١‏ ِ 


اا يد يد ع 


مح > الحم ا اعم 


2 كه عام اانه ع 
وبذلك 


م ل خم ارال 


> 


طيقا النتريقك ات :1 يكرن: هذا :برهانا خل أن عذه :الدالة متسل عند الل نف ع 


الاتصال ٠‏ هه 


* 35 : أثبت أن د > [.( س .ص ) اص دس" اس ءوس ودجح) 
تكون متصلة عند 7 . من المهم أن تتذكر دائما أن الاستكشاف ليس برهانا وانما بحث عن نقطة 
بداية للبرهان . إذا كانت لدينا خطوة فى الاستكشاف : 


ح:ن|س|إس *|< ع 


فإن الخطوة التالية يمكن أن تكون أى تقرير يمكنه أن يؤدى الى أن | س | | س ل #|< 8 .: 
وإذا قيدنا قم س لتلك التى تنتمى إلى جوار نصف قطره ١‏ للنقطة 7 » س 3 ج, (”7) + فإن ' 0 
١‏ <'س < 4 »ء |س | < ؛ . وبالتالى ينتج أن : 1 


و:؛4إ|آس ‏ #|<ع 
يؤدى إلى (ح) . وكذلك ستفعل 
ود هإس ‏ #|< ع 
أو 
]سن ]ادء 


يجب أن نبين أنه" 
لكل عدد حقيقى موجب *؟ 
يوجد عدد حقيقى موجب: 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


أسءم| < 6 ك | 1ت ص سا و به رذق | 6 


استكشاف.: 
« تاأرس'__س _:؛:)_-(؛)| < 6 
ت:إس" »8 س| 
7 07 0 
5ف : : ]| س- * |< ء إذا كان س 3 ج, 5 
ه :]اس - ؟]|< 2 
فى الخطوة (ع) نستطيع التعويض بالقيمة 4 بدلا من | س | لأنه إذا كان س ددج, 50١‏ ء فإن 


| س |لن تكون أبدا أكبر من 4 . ويجب أن نعوض بأكبر قيمة بمكنه للعدد | س | لأننا نريد من (6) 
أن تؤدى إلى (ح) ف البرهان . 
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البرهان : 
اذى ع مفظاة + الفقد 6 مساوية للأصغر من 2 » ١‏ ؛ : أى اخترة - أصغر | ع ؛ ١‏ ] » أى 
أن 8 تساوى أصغر العددين ع » ١‏ . 
(؟ : إذا كان |وس ‏ | < ففإن 
ش *:إس _-؟|<5ء|س _م]|<١‏ 


كا ]نس ناحو بحا ام ١‏ ودر 


8:؛إس#|<ه.)؟<س <:6 
5:؛ إس- ؟|<ءء |س|<؛ 
]سامح ا ع 


نظرًا لأن ‏ تنص على أن | س | < 4 ء فإن 4 | سن | < » يؤدى إلى | سن || سن 2 | <» 
ناس" _*_س|<حء 
س'-* سب 4)- د4]| < ء 
إذن 
٠‏ :إس ؟|< وم | س' ب "«_اس -؛) (؛)|< »ع 
تبين الخطوات من ١‏ إلى ٠١‏ أنه 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 - أصغر | 2 » )١‏ 
بحيث أن 

لكل س فى مجال ١‏ سس" “اس 4)] 

إس «|<مقء رس" ءاس :) (4)| <ه 


وهو التقرير الذى يعنى أن |( س » س ‏ ”* س ‏ - 4 ) ).متصلة عند ” . 


* - 19 : أثبت أن د > [( س » ص ) |ص - س" ‏ # س ل 4 » س 3 ح.] متصلة عند 
0 
يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س فى مجال د 


الاتصال - 


شت + إدة غ2 | سا حنارنوت اجيم ابد 8 
استكشاف : 

:أ(س'ع+سسف4ع يق |ادء 

بت:إس' عمس +؟|<» 

- 


:]أس- ١||س-_١|<ء‏ 


ينا 


:© ماس ؟ [ا< © إذا كنك 8 د؟ 


لحت 


فى الخطوة (ع) عوضنا بالقيمة ؟ بدلا من | س  ١‏ | لأن | س  ١‏ | لن تكون أبدا أكبر من 
؟ إذا كانت س تنتمى لجوار نصف قطره ١‏ للنقطة ” . وبعبارة أخرى نقول أنه إذا كانت 
<١‏ س < ”". فإن صفر < س <١‏ 7., 


, 1 0 
ده 8 5 00 8 
س 
2 


إننا لا نصر على أن (ح) تؤدى إلى (ء) ولكن على أن (ع) لابد وأن تؤدى إلى (ح) . وإذا كان 
المقدار « الكبير ؛ ؟ | س ‏ " | أصغر من + فإن المقدار.؛ الصغير » | س  1١‏ 11س | 
يكون أصغر من ٠‏ . 


البرهان : 


اه 


: فى مقابل » معطاة اختر 8 مساوية لأصغر العددين ع » ١‏ » أى 8 -أصغر | ع .]١‏ 
: إذا كان | س ‏ ؟ | < ق فإن 

:أس- ؟|<يءاس _١ما| .1١<‏ 

١+ 5<س<١56.ه<|١‎  سآك؟:‎ 


: ؟إس ‏ ؟|<»ءء صفرح س  ١‏ <؟ 


مح »د جم اله ا هم 


ايه الددهة |او كه اه 
نظرا لأن (5) تقرر أن | س  ١‏ | < 7 ء فإتنا نستطيع التعويض بالمقدار | س  ١‏ | بدلا من 
؟ فى ؟إس  ]|١‏ < »»ء لان التعويض سيجعل الطرف الأيمن من المتباينة أكثر صغرا . 
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-< 


دارا اا 6 


2 


طقل 


:|رس' علس -4) حم|<» 
إذن 


36:إس -؟]|< ةع أارس' -ء«س-4)- 5 )|<ه 


1 - 934 : إذا أعطيت © مساوية للمقدار ١٠,١01١‏ » فأى قيمة للعدد 8 يمكنك أن تختار لضمان 
. تحقق الشروط الواردة فى # - ١"‏ ؟ 
© <ه..,. ع لأن لنث ‏ ه..,. لاحظ أن 
ان ؟|]<قن.ى,. © إدض) دديى] <ان.. 
اختبار : لتكن من 2 3,004 . عندئد | 24ي,؟ 2 ؟]< قتيري» 
1ك )ب 4 ]شاعم | > كلنو يي < لدن 


:١© -#‏ أثبت أن ((س» ص)|ص اس" س ١5‏ » س لح ] متصلة عند ه 
يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال | (س » س" اس )١١‏ ) 
إس ه|< و إرس'-س-١0)-2+2]<»‏ 
لتوفير الوقت » سنستغنى عن الاستكشاف ونعطى البرهان مباشرة . ويستطيع الطالب اكتشاف 
استكشافنا بمتابعة خطوات البرهان بترتيب عكسى . 
البرهان : 
١‏ : لكل ءء اختر 8 - أصغر | ث 2.١ ١‏ أى مساؤية لأصغر العددين لثم » ١‏ 
* : اذا كان ارس ه | < ةق فإن 
«:اس د وادكءاس وا ١<‏ 
4 


١+ه<‎ س<ا١‎  هء.مه<|ه‎  س|إ٠‎ 


6 


٠أس‏ ه]|<ءغءم <س +؛ ٠١٠<‏ 


م 


عن أسنم 8 ]اعدو |اقن +4 2 2 


الاتصال لحن 


بوضع | س + ؛ | بدلا من ٠١‏ فى ١٠س‏ ه | < غء نحصل على 
لاناس+؛|[|س_ه|<ء ٠‏ 
]سحن | 5-2 
8 ل جع نع الاج د 

إذن 2 


]| كرة اخ ورك وض اين الات | 


يجب أن نثبت أنه 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال. | (س . س" + م س + 7) ) 
أس ‏ </م| < ق ع إرس+ مس +/م) صفر]| <ء 
باستكشاف مشابه للبرهان التالى بترتيب عكسى » وجدنا أنه لو اخترنا 8 مساوية لأصغر 
العددين ع , ١ء‏ فإن التقرير المذكور أعلاه يكون صحيحا . 

البرهان : 


.)١ كل .ءاخت ة - أصغر | يم‎ :١ 


؟ :اذا كان اس )(١(‏ | < 8 فإن 

"ناس - كم |< عٌ.|اس ‏ كم | ١<‏ 
#ب]س+ |<غ.ء لاجس <-0 ١+‏ 
ه: ماس +؛؟|ى عع لا <س + <١‏ اه 
5 1 و “و7 
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الجكتسس حدس 0 مج وجح د 


إذا عوضنا بالمقدار | س + ١‏ | بدلا من / فى 7 | س + "| < غ» , نحصل على 
بذ اص عافن اه 
:إ(س" +م سس +  )“‏ صفر] < ع 
8 : إذن » فقد أثبتنا أنه لكل » ء إذا اخترنا 8 - أصغر| ع ١٠‏ ]ء فإن 
|أس-(»)|< ةح إرس+مس+/م) صفر]|<ء 


- لا١ؤ‏ : أى قيمة للعدد م يمكنك اختيارها لبيان أن 
اس اجمم|<وع إرس'++س+م)_صفر|< 6ك ؟ 


قد تبدو بعض الاستكشافات غامضة أو مخادعة للقارىء الذى يكتشفها لأول مرة . تذكر دائما 
أن الاستكشاف يبدأ بالحباينة | د (س) - د (ح) | <اع ؟ وبالتعويض بأى قيمة أو صيغة تجعل 
الطرف الأيمن من المتباينة أكبر من أو يساوئ قيمتها فى الخطوة السابقة » نصل فى النهاية إلى المتباينة 
أس ‏ ح|< ق . تذكر : خطوات الاستكشاف هى خطوات البرهان بالترتيب العكسى . 
البرهان يكون دائما برهانا شرطيا يقرر أنه إذا كان | س ‏ ح | < ة 


فإن |د (س) ‏ ه (ح) | < ع 


عي 2 
#دسو ءابق ادع ع رون حص اعرد سه كح وان كا 2ن 
ان 


س + ” ] متصلة عند ” . 


يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


1١ الاتصال‎ 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
ب 
سات 21 28 | ستشح ص و 
من مد 
لقيمة معطاة للعدد ع » يمكننا ايجاد 8 بالاستكشاف التالى : 
استكشاف : 
"ديرن ب 
م ات سس 0 
2 0 


لمر ١‏ اوح بودن 
(س + ")رس )اه 
ا 0 
كسك حا حك ]و 
5: دمن < همع 
س + 5 
ه : | ححا | <ه » إذا كان س دج, © 


3 اسمخ اع 


من الخطوة (ه) » إذا قيدنا ة بقيمة قصوى مقدارها ١‏ [ مما يجعل س جح ج, )١(‏ ] » فإن 
١‏ < س < 4ء 4 < س + " < 5 . وبذا فإن | س + ؟ | < ؛ . إذن » فالخطوة (هع)ء 


اسحئاحه. ا 0 » ويصبح الاستكشاف 
3 |س+ ]| 
بالترتيب العكسى برهانا . 


البرهمان : 
الي ما لعب لشت 8 أصغر | .)١2 ه٠ 5٠١‏ 
؟ : إذا كان اس "| < 5ع فإن ش 
#أ]اس سوم ] 5 ماس 1< 


اعد <ع2.)+ <١‏ س << "م ١+‏ 
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وات اليكو يوان م 
(5) (5) : 


والصحةاء. إس+؟|>؛ 


(©) (5) 
التعوايض: شينح االطرقنا الأمن عق المتباينة أطضي : 00 
. أس | 
5إ[س + "| 
0 وس شط ا ام 200 
ف 
84.: س +5 1 
الف 
5 | ف 1 رس ل اتا 57 
(س © 5)(س -5) 0 هم 


إذن » لكل » وجدنا'ة - أصغر | ]١ ١ © ٠١‏ بحيث أن 


اع عاووع امتاتسخ- دا 5-0 


د 


وهذا هو كل المطلوب من الدالة لتكون متصلة عند النقطة " . 


"8 19 : إذا أعطينا © - ..,.01١‏ فأى قيمة للعدد ة ستضمن أنه اذا كانت س دج, (5) 


فإن د (س)١‏ ج., (2) وذلك للدالة فى الإطار + - 18 ؟ 


8 كاله 


5006 


س5 5 
س وح ٠١)‏ 


الاتصال 31 


0 

-01 5 ١ 

ف صث 000 
. ه 


- ا م ع 31 
5١ - '"'‏ : اثبت أن د > [(س » ص) | ص - ٠س‏ د حء س 252 


س + -8؟ ) متصلة عند النقطة-ه,؟ فى مها . 


يجب أن نبين .أنه 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب. ة 
20 3 أن - رك * 
لكل س فى مجال د 1 


0 
إس د( 6,)|<م |[ سيد د )| ده 
نب 4 
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استكشاف 
1 

١‏ | ملحا )| <ع 
ننه 
3 

نأ (س:55) (س اح )ان 10 لودع 


|(س+6)(س-) 


إذا نظرنا إلى الرسم البيانى للدالة (إطار ‏ - ١؟)‏ » سنلاحظ أن الدالة غير محدودة فى أى جوار 


.. 0 للنقطة -؟ . من الضرورى أن لا تكون -؟ فى أى جوار قد نختاره للنقطة - 0,؟ محققا لقيد متعلق 


بالعدد ء . يجب أن نقصر قيم س على جوار ما للنقطة - 5,؟ لايحتوى 7 وتكون فيه د محدودة . 
' أى نصف قطر أصغر من د سيفى بالغرض . دعنا نقتصر على س 3 ج, (-1,5) وذلك حتى 
نطمئن إلى أننا فى أمان . 0 


إذا كانت س 3 سج )5,5-١(‏ » فإن 


ا ١‏ 
د د 55 
< اس 5< 4 


١ 

+>|١ + |أس‎ 

إذن » فأحد اختيارات (ه) هو 
؟إ|س + ه,؟| 


هه ا لحك < عم 
١‏ 


3 
لقد كان بإمكاننا أن نقتصر على س 3 ج, (- 7,58) . عندئذ 
5,5 < س <- 4,” 
7 ود < اريم اا و عر داك 
اين | هو 
عندئذ ستكون (ه) 


ه: ا "اس + ه."| > 


3 


الاتصال 16 
و ناس( 0,؟)| <ااء 
ز:اختر 6 - أصغر [ 6٠0,7‏ ان 


وبعبارة أخرى , يمكننا أن نقيد س بأن تكون موجودة فى أى جوار للنقطة -5,؟ نصف قطره 
أصغر من ل . ستكمل الاستكشاف والبرهان بالاقتصار على س 3 ج, (- 5,؟) . 


ووتلع تناو 


03 


و:؟|س 5 ه,)|< 5 


زد اسه« ه,)|<5 


ح : اختر 5 - أصغر | ع 1) 

البرهان : 
“١‏ لأى ع | معطاة » اختر ه -أصغر | 2224| 
" : إذا كان رس ( 0,؟) | <, ق. فإن 


: اس + درى | < كءاس + ه,؟|< 1 


3 3 03 
نَ مامتا ويه نايا 
3 
4 لتسككا ونم ا 
5 
معد 
0 7711 
- 16 وك - 0ك 
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إذا عوضنا بالمقدار | س + ؟ | بدلا من 2 فى !5 مع | < ., نمصل على 


03 
؟* + هى 
للدت "” 
س + » 
مآ 3 
س + » 


د شيمم عدن رربي و ا 
وس +5 (س- ) د <|)١‏ ع)س صفر ( لان س ( 
من" ان كد 

سا 


إذن » د متصلة عند -ه,؟ 


* 3178 : إذا اعطينا © - .,..١‏ فى ” - 5١‏ » فأى قيمة للعدد. 8 ستضمن لنا أنه إذا كانت 
سوج, (- 0,5 » فإن د (س) دج 1-2 ؟ 


.,...١568 < 8‏ . لاحظ أنه عند " ف المجال يمكن أن تكون 6 عشرين ضعفا للعدد © » بينا 
عنذ - ذ,؟ ف المجال يمكن أن تكون 8 الثمن فقط من مقدار + . 


انظر إلى الرسم البيانى للدالة 


3 5-2 
ود افويض سكا نز ووو 0 
ا 5 


بالقرب من النقطة * (شكل ” -5) . ان استكشافنا فى * - ١8‏ ينبئنا بأن قيمة مثل 8 - 
ستضمن أن | د (س) - د (”) | <6.إذا كانت © > ج » فإن 6 يمكن أن تكون ٠١‏ 


8 . وإذا 
.كانت ع2 لل ء فإن 5 <1 . 
6 50 
إن 
© 00 انلك م 
كل انف" 0 أ [ففية تلت 06008 2 0 2 0 
9 5 5 ات سس 


إضة 5ن 


الاتصبال 34 


من الرسم البيافى للدالة بالقرب من.- ١,5‏ (شكل  *‏ 7) , نجد أن القيد على 8 لقيمة ه 4 ! 
معطاة يكون أكثر تشددا إلى حد بعيد . فحتى مع قيمة كبيرة © > ل » تكون القيمة الختارة للعدد : 
١‏ 59 الك 10 ١‏ 6 ا 
0 هن ل فقا مومع ذلك "قإذا كانت | سح :0908 :]د © 6 فإن 


إد(رس) د( م ى,')|< ©6. 


1 
م د”م؟ تمل الدالة دك زوش #ص) | عي للحت بس و جا رسي 7-8 
0 


متصلة عند ”* ؟ 


لا لأننا عرفنا الاتصال عند نقط المجال فقط ‏ والنقطة ” ليست من نقط: نجال د . 


5 
54-8 : هل الدالة د > [(س ء صض) | ص - أن 0 


2 اج مو "2 
س + - ؟ | متصلة عند - ”5 ؟ 
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لذج بوره ايه كم لنينكا بين تقل ال 6 


لقد ناقشنا فى الباب الثانى نبايات المتتابعات وأعطينا تعريفا قاد إلى لعبة المهاجم والمدافع . وفى 
هذا الباب ناقشنا الاتصال عند نقطة وأعطينا تعريفا يقود إلى نفس اللعبة . وحيث أن المتتابعة ماهى 
إلا دالة يجالها مجموعة الأعداد الطبيعية » فيبدو أنه لو قمنا بتعميم هذا التعريف بالسماح لمجال الدالة 
بأن يكون كل الأعداد الحقيقية » فربما يكون بإمكاننا أن نضع تعريفا لنهاية الدالة عند نقطة . أن هذا 
صحيح غالبا » وسوف نضع تعريفا للنهاية يكون مفيدا جدا عند دراسة النقط التى تكون عندها 
' الدالة غير متصلة . 


خلال هذه الدراسة ناقشنا الموضوعات أولا بطريقة حدسية » ثم تقدمنا تدريجيا ببطء إلى مستوى 


الدقة الملاثم لتفهم جل . وقد استخدمنا مداخل عديدة مختلفة للتبايات.والاتصال » لأن هذا هو 70 


الأسلراب الجن الور به المرشبوع تلرخنيا ؛ 
فى شكل ؛ - ١‏ رسمنا منحنى الدالة [( س » ص ) | ص اس اس ] . 


ولكى ندرس سلوكها قرب النقطة"( © » 4 ) صورنا تكبيرا لجزء المنحنى الواقع فى البرواز امحدد. . 


بالمستقيعات س << ١‏ واس > 5 و ض 2 1١١‏ وا ص - ار : 
ولدراسة سلوك هذه الدالة عند نقط أقرب للنقطة ( * » 4 ) » فقد قمنا بتكبير الصورة المكبرة . 


ويوضح شكل ؛ - ١‏ أيضا التكبير الثافى » لجزء المنحنى الواقع فى البرواز المحدد بالمستقيمات ٠‏ 
س ح ه,؟ وس ح ه,” و)ص > 8,550 وعص - 1,05 .واذا واصلنا عمل عملية التكبير للمنحنئ ' 
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حول رأس القطع للكاقء » فإننا سنففل الكثير من نقط الدالة » ولكن كل برواز سيحوى كل نقط الدالة 
المعرفة لنقط جوارما للنقظة ١‏ . وهذا يماثل القول بأن س لقو " تقترب من القيمة 9 عندما تقترب س 
من القيمة ” » الذى سنعبر عنه رمزيا على الصورة : 
9س اس" ) سه 8 عندما س حم سم 


وإذا اعتبرنا أن ارتفاع البرواز هو ٠‏ © وعرضه 837 » 5 هو موضح فى شكل 4 - ؟ . فإن 
القول بأن كل برواز حول رأس القطع المكاء يحوى جميع نقط الدالة فى جوار ما للنقطة 7 يكاىء القول 
بأن الدالة متصلة عند النقطة " فى مالا . وفى الحقيقة فإن بعض الكتب تعرف الإتصال عند نقطة على 
هذا النحو فقط . 


( شكل #84 -؟١)‏ 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب ف مجاها إذا وفقط إذا كان لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب ة بحيث يمكن رسم برواز إرتفاعه 27 وعرضه 7 5 ومركزه النقطة 
(ت »,د (ست ) ) وبحيث يكون منحنى الدالة فى الفترة ب ب 5ق )ب + 85 ) مجموعة جزئية 
من داخلية البرواز 


الاي ب وه منحنى الدالة يدخا لاب الل الى ووالنوار سوم ديه 


البايات 7 


وهذا النتقاش عن البراويز والنبايات قد يبدو غير لازم » حيث أننا قد استخدمنا بالفعل لغة 8 » 8 
فى تعريش الاتصال والتى تبدؤ كافية لوصف سلوك الدالة 4+س - س" ف أى برواز ‏ ولكن إذا اعتبرنا 
نباية الدالة 70 ش 

9 1 ا ل آن 
| ا داك سدع ع 7 
| قا لاس ؛ ص ) | ص > سيد > بن ا 

عندما تقترب س من ” ؛ فإئنا نلاحظ أنه من غير المعقول مناقشة القيمة د ( * ) حيث أن هذه الدالة 
غير معرفة غند النقطة ” . ٠‏ 

إن تعريفاتنا للاتصال يمكن استخدامها لنقط مجال الدالة فققط » ولهذا فإن هذه التعريفات لا يمكن أن ' 
تكون الوسبيلة الملائمة لمناقشة سلوك الدالة د حول النقطة ( 7 52 ) . 


_ 
3 


هج > عه © حم ييحملؤ 4م 


١ 


( شكل ؛-#*) 


التكبير الأول يقع فى برواز محدد بالمستقيمات س - ؟ , س - 4 » ص - ه »ص - 7 . كل 
التكبيرات تبدو من حيث الشكل ممائلة لشكل التكبير السابق وهذا التمائل متعمد لتبيان أن النقطة التى 
استبعديت ليس لها عرض . وبعبارة أخرى » مهما كان عدد التكبيرات التى نقوم بها لهذه الدالة المعينة » 
فإن الصورة الناتجة ستبدو مماثلة » لآن الخطوط ليس لها عرض والنقط أيضا ليس لما بعد . 

ليكن ارتفاع برواز ٠ع‏ وطول قاعدته 81 . من الواضح أنه لأى قرب قدره © من العدد 5 فى 
المدى يمكن اختيار 8 - 58 كقرب قدره ق من العدد ” فى امال ؛ واذا كانت س تنتمى لجوار للعدد 
نصف قطره 8٠‏ ولكن س و ” » فإن د ( س ) ستنتمى لجوار للعدد 5 نضف قطره ع 
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وهذا سيكون تعريف أن « الدالة د :متصلة عند النقطة © » إذا كانت 8 تنتمى لمجال الدالة د . 
بإضافة النقطة (7» 5) إلى الدالة د نمحصل على دالة جديدة عى - ((سء ص) | ص- س م" ) 


عبد التطلتين كن #زعن ماه دان كد كديدلت حانة اد تست هى التى أوحت 


ينا ادال الجدديدة ع حيث أن إذا كانت س ++ فإنا نستطيع قسمة كل من البسط والمقام على س ‏ م 
ب لتحصل عل أن الكسر يساوى حقيقة س + ؟ عند جمي النقط على خط الأعدادالحقيقية قيما عدا عند 


9 . وليس من الضرورى أن تنتمى النقطة ( * » 5 ) للدالة د لكى يكون للدالة د نباية عند * » ولكن 
حي ردي أن كرت النالة ريده عى » التى. تحتوى على النقطة ( ” » ” ) متصلة عند ” . 


وبعارة حرق ؛ إذا أمكنا تحويل الدالة د إلى دالة متصلة عى بإضافة النقطة  »  (‏ ) فإننا نقول أن 


ش ٠‏ ونستطيع أن ننص على هذا كتعريف للنهاية : 
. يكون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من ب إذا وفقط إذا كان هناك دالة ى 
تساوى د عند جميع نقط مجال د فيما عدا عند النقطة ب , والنقطة ( ب , ل ) تنتمى للدالة ع 
والدالة عم متصلة عند النقطة ب . 


0ه ١ح‏ > عد إن احم يد بهد اها 


البايات رف 


اعتبر الدالة ع -.[( س » ص ) | ص بس - س' عندما س < وض ع وا مقر د 
9" 5). 

لاحظ أنه سيبدو أن بعض نقط الدالة ع الواقعة على يسار النقطة ( * » 8 ) ستككون فى كل برواز » 
ولكن نقط ع الواقعة على يمين النقطة:( ” » 4 ) لن تنتمى لأى من البراويز الصغيرة . وليس من 
الصحيح أنه باضافة النقطة ( ” » 4 ) الى ع سنحصل على دالة متصلة عند " . | 

وهذا فإننا لا نستطيع القول أن 4 هى نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من ” . وسنوضح فيما بعددم 
أنه يممكن القول أن ع ( س ) تقترب من 4 عندما تقترب س من 5 من اليسار . 


ها جح > عل © اجحهم جع بهم 


5-6 


(شكل #4 -ه) 


وإذا رسمنا عددا من البراويز حول النقطة ( * ؛ ١١‏ )( شكل 4 - ه ) » فإن كل برواز يحتوى على 
نقط من ع واقعة على يمين النقطة ( ” » ٠١‏ ) » ولكن البراويز الصغيرة لا تحتوى على أى من نقط رع , 
الواقعة على يسار النقطة ( 7 » ٠١‏ ) . ومرة أخرى لا نستطيع تحويل ع إلى دالة متصلة عند ” بإضافة 
النقطة ( ” » ٠١‏ ) . وهذا فإننا لا نستطيع القول أن ٠١‏ هى نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من *» 
ولكننا نستطيع القول أن ع ( س ) تقترب من ٠١‏ عندما تقترب س من 7 من الهين . ' 

إذا كانت ل نباية د ( س ) عندما تقترب س من س من اليسار وكانت ل كبذلك نهاية د ( س ) 
عندما تقترب س من نس من المين » فإننا نستطيع تعريف دالة جديدة عمف تساوى الدالة د عند جميع 
النتقط فيما عدا عند النقطة ب و تساوى ل عند النقطة ب . وحيث أن هذه الدالة الجديدة 'عى متصلة 
عند النقطة ب » فإننا نقول أن هجياه (س) - ل . 1 

حكن 
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ومن الواضح أن نهاية الدالة يمكن أن تكون موجودة عند نقط لا تنتمى لمجال الدالة » ولكن هذه 
النقط لابد وأن تكون قريبة جدا من امجال بحيث أن أى جوار لنقظة منها لابد وأن يحتوى على عدد لا نما 
كدق قاط ال الدالةة , 

:١ - © تعريف‎ 

يقال أن النقطة ب نقطة ترام مجموعة جزئية س- من الأعداد الحقيقية إذا وفقط إذا كان أى 
جوار للنقطة ب يحتوى على نقطة من سح مختلفة عن ب . 


من الوهلة الاولى ربما يعتقد أن هذا التعريف لا يتطلب أن يحتوى كل جوار للنقطة ب على علدد 
لا بان من عناصر سرح.ولكن إذا كان جوار ما للنقطة ب يحتوى فقط على عدد نا من عناصر سح 
فإن النقطة الأقرب من هذه النقط تكون على مسافة 8 من س . وبالتالى فإن الجوار ج, (س) لا 
يحتوى على أى عنصر من عناصر سرح . ولكن هذا يناقض الفرض أن ب نقطة ترام للفعة سحء وبالتالى 
فإن أى جوار للنقطة ب لابد وأن يحتوى على عدد لا نهاثى من عناصر سل 


(شكل 6 -56) 


فى شكل 4 - 5 مثلنا بيانيا دالة معرفة على الفترة من صفر إلى ١‏ . لتكن 


د-إرسءص)| ص س + ١‏ )اس 5 .][١١٠١]‏ 

نقط التراكم محال الدالة هما النقطتين صفر » ١‏ » وكل النقط الواقعة بين صفر وواحد . النقطة + 
ليست نقطة تراك مجال الدالة د لأن جوار النقطة 4 الذى نصف قطره ١‏ لا يحتوى على أى نقطة من نقط 
مجال الدالة د . 


النبايات” “7 


تعريف 4 - ”7 : 
يكون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من نقطة التراكم ب مجال الدالة د إذا 
وفقط إذا كان 
1 لأى عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 3 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
اذا كان ٠‏ < |[ س - ب | <ة .فإد|درس)-ل|<ع 
هذا التعريف للنهاية يبدو وكانه يشبه إلى حد كبير تعريف إتصال الدالة عند نقطة ما ب » ولكنه 
يختلف عنه فى ثلاثة أماكن : 
١ (‏ ) بيغا يكون الاتصال معرفا على مجال الدالة » فإن النهاية تكون معرفة عند نقط ترام مجال الدالة . 
١ (‏ ) ف تعريف الاتصال ستسمح المتباينة | س - ب | .< 8 للمتغير س أن يأخذ القيمة ب » ولكن 
فى تعريف النهاية لن تسمح اللمتباينة ٠‏ < | س - ب | < 8 للمتغير س أن يأخذ القيمةآب . 
(؟ ) فى تعريف الاتصال يكون | د ( س ) - د ( ب ) | < ع » ولكن حيث أن النهاية معرفة 
أيضا عند نقط لا تنتمى مجال الدالة فإننا يجب أن نعوض بالعدد ل بدلا من د ( ب ) فق 
ال ل لحا 


تعريف " - ١‏ ( معاد ): 
تكون الدالة د متصلة عند النقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب و8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إس-دب| < مو إدرس)-درت)|< ©. 


عند مناقشة النهايات سيكون من الضرورى أن نتحدث عن الجوار المثقوب . والجوار المثتقوب 
:(؟) هو نفس الجوار ج, (؟) فيما عدا أَنْ النقطة ١‏ قد استبعدت » 5 هو موضح بشكل 4 - ٠"‏ 


وا و ١‏ بو ؟ ١‏ 
النقطه 7 مستبعدة 


ج, )د إرس|؟-6<س<5+ :]| ج(00)- إس|؟_-و<س<20+52 س2 ؟| 


( شكل ؛ -07ا) 
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ولا يجوز أن نقول أن الدالة 1 
2 : 
د-((سء ص )|صض- تحب ء س عو 8] 


متصلة عند النقطة ؟ » حيث أن هذه الدالة غير معرفة عند النقطة ١‏ . ولكن » فى كل جوار مثقوب 
را . "2ع 8 
للنقطة ١‏ يكون الكبر كد نقاويا للمقدار سن ب وا 


.. وهذا فإننا نستطيع القول أن 


0 0 + 5 
لك ةلاصل ا ل ل 00 
ود 4ج سس سه ؟ نات س له و" 


.حيث انه فى تعريف الهاية لا يسمح للمتغير أن يأخذ القيمة ؟ . 


1 


عساكول ان بحسنا و ؟ ) ع » فإننا نستخدم حقيقة أن س + ١‏ تمثل دالة متصلة عند 
النقطة + تقار واوا ؟ ) - ١ + ١‏ - 4 إ وهذا يعنى أنه يمكن ايجاد النباية عندما 


انر حل عر ا ا 0 . وهذا غالبا ما ينص عليه كتعريف شككلى . 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب من نقط مجانها إذا وفقط إذا كان 
لحت درس )د درد) 
واذا تبنينا هذا التعريف على أنه تعريفنا الاساسى للاتصال ليحل محل التعريف بلغة © » 8 فإنه 


“كان يجب تعريف النهاية قبل تعريف الاتصال . وحيث أن مفهوم النهاية أكثر صعوبة للفهم » فإننا اخترنا 
"ان نعرف الاتصال أولا . وفى أغلب الاحيان فإنه ينص على هذا التعريف فى الصورة التالية : 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 
(١)ت‏ تنتمى مجال د . 
ع ون سسا 
ا ل 


إذا أردنا مغرفة نهاية س + ” عندما تقترب س من 4 فى مجال الدالة 


[(سءص)|ص - س +”"ء)س واح|ا 


انهايات 70 


فإننا نسأل « ماهى نباية س + 8 عندما تقترب س من 6 ؟ » وعندما نفعل هذا فاننا نفترض أن 
القارىء سيسلم جدلا بأن مجال الدالة هو بح . . فاذا لم يذكر مجال الدالة د صراحة فسيفهم أنه يتكون من 
مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث تكون د ( س ) معرفة . 


م - ١‏ : إذا كانت الدالة د:متصلة عند النقطة ح » فإن باد (س)غ> د( ). : 
سن مه ىل 
لايجاد با (س + " ) فإننا نعوض.ببساطة عن س بالقيمة صفر فى س 7 ”3 . 
مبا(س +م)-. +ع نم. أوجدنهبا('س+5)؟ 
مو الى سس سه .١‏ 


ع« حيث أن 7 ا .للم حدم 


ه - ؟ : ماهى نما تت ح !ل ؟ . هذا الكسر غير معرف عند 4 ٠‏ ورغم ذلك فإن الدالة ؛ 
سنس لهم هه ع نت 


١‏ 31 ءِ 
للتصلة س + 4 تساوى نل حل عند جميع نقط أى جوار مثقوب للنقطة 4 ٠‏ 


(س + :)رس :) 


' س' 11ب 
حي أن حا 1 

سنس له ع س اع سس له 58 سنا 

س هم ع : 
س2 

#4 : ماهى ميا لطم ؟ 

سن لم  #‏ سل- 5 
500 السك امون لفو دسي 


دربا ؟(س+5)-< 550 


سن لهم 8 
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صفر ٠‏ الدالة متصلة عند النقطة ؟' ) د ,-)15١(‏ 


اسن )سخ 
5-4 1555-6 عد 


5. هذه الدالة متصلة عند ؟ » وذا فان الهاية عندما تقترب س من » تساوى د ١؟١1).‏ 


بش 


اد اباش بت 1م 
ا كم 


5. الدالة غير متصلة عند ١‏ » ولكن 


3# والدالة ١‏ رس ب ؛ ) متصلة عند ١‏ . 


: 0000-6 1ه 5 5 3 
٠‏ 8-5 عاطق ايه للك تح عزنا تعتري من من © * أظر الأطز ع 1521 إل ات 
ا 


كه ا 
و اي 


0 
- 4 :مان #بت سسا نا د ميد 


سن لله د08 سس" اع 


١--)؟,ه-( لأن الدالة متصلة عند - 5,؟ » فالسؤال سهل جدا حيث أن د‎ . ١- 


0 ١ 
اناه يحجنا تك الك ل الع ان‎ 


٠ ©‏ وهذا يبدو معقولا لآن 


1 بس' لس -1 ل. لس -5)(س+5).. س + م 
سن لهم 8 اس" 4 س -> 5 روس )لس +15) سس له 8 س + 9 


والدالة “تلآ متصلة عند ” . 
7 


الست الس مه 


البايات 3732 


- أت أد هاا مت‎ : ١١- 
أ‎ 


30 


يحب أن نثبت أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
7 . 0 
لكل ف غال رح كد لمك ا 
1 هن 27 

0 3 
إذا كان ٠‏ < س ‏ ؟ | < 5 ء فإن جكب - 
الاستكشاف لضا للحي لايجاد 65 كدالة فى ع المعطاة . 

الاستكشاف : 
نبدأ بالمتباينة 


١ +س‎ ' 
00 


وتحاول ان عترل الطرفت الامن ححتى ييح اثلا للمتقدم ٠»‏ 0 | < 3 وسنستخدم اولا 
حقيقة أن 'ن ب ١‏ وذلك بقسمة كل من بسط ومقام الكسر بل تج ل ا ل على سن - ؟ لنحصل على 
اط د 


سن + 9« 6 
لت حا 0 
4س +3 )5١‏ 
اتحصاى 
:| س+ 5| 7 


اننا نببحث عن النباية عندما تقترب س من ” » ولهذا اذا كانت سن تنتمى لجواز مثقوب مركزه " » 
ونصف قطره ١‏ » فان ١‏ < س < ” وهذافان ”* < س +م < ه. 


وحيث ان س + ١‏ تكون دائما اكبر من ” فى هذا الجوار » فإننا نستطيع ان نعوض عن س + ٠‏ 
بالقيمة ” فى الخطوة ( ع ) . 
وام اك اه 
كوف 


اس | < 7ااع 
البرهان : 


:١‏ لأئ. + معظاة قيار 8 منارية لعز المسدي 3م 211 ا 
8 -أصغر![١ء2؟١1*‏ ]. 
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؟: اذاكان . < اس ؟|< قم ع فان 


«: . <| سص- ؟|< ١١اغ‏ وكذلك . <| س- ؟ |< 


3 | روس - م| ٌ 
: كذللء . 
5 0 <ع وكذلك ١‏ < س < *.س ٠‏ 
ايسورل ادك عو ات 
5 0 و 
باض ع ؟| <ءع 0 
١ 2 5‏ 


اذا وضعنا | س + ؟ | بدلا من ع فى أ ح ؟ | <غ. » نحصل عل 


اس + وا 
حتكحكنتحتب. 5م 

إرس + | 

١٠١ هوس‎ ١5+ |4س‎ . 


ا 
<ع 
: [اس + |١‏ 


:8 


7 1 ال اشم حل 
س5 5 


ه5 30 
اه لان س- » ب 


وبهذا » فإننا نكون قد برهنا على أن 
لكل ء 


يوجد 8 ح أصغر ١١[‏ هم 2 )١‏ 
بحيث أن 
: 0 1 
لكل س فى عمال |( سء لخ هجا ) ) 
س5 5 


٠ : | |‏ 
إذا كانت ٠:‏ <|اس ‏ |<ة6 وفإن|ات جس اخ 


5  "س‎ 


0 
وهذا هو التعريف المضبوط تاية لحت ان ل ك1 جا 
سنح من 40 ١‏ 


١ 


2 
3 


6 < 


ع ١9‏ لا ا انك ٠‏ » قيمتها صفر عندفا 


س - . »ء وقيمتها ١‏ عندما س > ٠‏ 


النبسايات 4 


الباية عندما س -ه ٠‏ غير موجودة»حيث أن النقط على يمين الصفر ترسم فوق ١‏ » بينا ترسم 
النقط على يسار الصفر فوق ١-‏ . عندما يحدث هذا » نقول أن النباية تساوى ١‏ عندما تقترب س ” 
من الصفر من امين » ولكن النهاية تساوى ١-‏ عندما تقترب س من الصفر من اليسار . إذا كانت ٠‏ 
النباية عندما تقترب س من الصفر من العين لاا تساوى النهاية عندما تقترب س من الصفر من اليسار 
فاننا نقول أن النهاية غير موجودة . هل النباية عندما تقترب س من الصفر من المين تساوى النباية 
عندما تقترب س من الصفر من اليسار للدالة الآتية ؟ قيمة الدالة صفر لكل س < ٠‏ وقيمتها ١‏ 


٠. ٠ > لكل س‎ 


الصفر من المين تساوى ١‏ 


سنعبر عن « نباية د ( س ) عندما تقترب س من س من العين تساوى ل » رمزيا كالتالى : 
ما درس ) - ل . وكذلك مهاد( س ) - ل ستقرأ « نهاية د ( س ) عندما 
تقترب س من س من اليسار تساوى ل » . 
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3 ت-_- 0 
شكل 4 - 8 يمثل منحنى الدالة د حيث د ( س) - ضحد . لاحظ أحعينها 
س ه-*” من العين » فان قم الدالة تترايد بدون حد . بيا عندما تقترب س من - > من اليسار تتناقص 
قم الدالة بدون حد . ولهذافان الدالة ليست غير متصلة فقط عند هذه النقطة » ولكن النهاية غير موجودة 


عندا تقترب س من 0 7. 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد. عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


اذا كان ٠.‏ < [س ‏ (-»)ع <ة عفان د (اس) > م 
0 5-2 5 5 
والفكرة الجديدة المقدمة هنا هو ان الكسم فتاكت كتتكلكت يصبح كيرا جدا عت الفط القربيية مل م 


من اين . والصورة الرمزية با وا س ع - + تعنى ان د ( س ) تتزايد بدون حد عندما 
د ل 


س -- ب . وبالمثل » الصورة الرمزية ناد ( س ) > -هه تعنى ان اللدالة تتناقص بدون 
حد عندما من سم رن . ش 


البايات 4م 


رشكل 4 -9) 


ل و 
إعتبر الدالة سل المرسومة فى شكل 4 - 4 . الكسر غير معرف عند النقطة س > ٠‏ » ولكن 
سِ 
ديا شدرن و ين العو فل أي ساقي توكاد اكد وت ا 


١‏ ؤانا: 
عرض نه طليه امنا عمل سل أكير من ١١‏ . إذا عوضنا عن س بالعدد أ فى فى ل فإننا نجد 


/ قيمة : شنا عر: ل فى ل فإننا * 
اك 6 عق أكون 5 ولع عرض موي د ل 0 

تعو يض قيمة أة فر مر ١‏ . 0 : ا 
بيات اله 1 بر من 


4 - 1 : نستطيع تعريف نهاية ل عندما تقترب س من الصفر . 
00 [س] 
١‏ ل - + ه إذا وفقط إذا كان 
س ح* ٠‏ [|[اس| 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س ف محال | ( س » ب )] 


اننا 


+ اين فإن . < (س اسم <ق 


م النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


1١ 0 :‏ 
عرف انهاية 27+ ال عندما 


تقترب س من - >" من اليسار . 


5 
ات ل جيحت1 - ب هه إذا وفقط إذا كان 
د د عن 6 
2000 لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 


5 4 . 
كرض فبعل ارش سح 


إذا كان ٠.‏ < (-؟ ‏ س) <ق ع فإن د(س) < ام 
والصورة الرمزية ٠‏ < | س ‏ نب | < 8 تسمح للمتغير س أن يقترب من ب من الجانبين . 
زق هذا العريف السحدسا + دين ع و ابدلايق م اه بسع حص احة 
لأننا. نريد” أن تنافش: سارك الكمر عدم تقري سن مو د مز البسار افقط + 


4 - 984: هلاه (س) - + « اذا وفقط اذا كان 


كن جه انع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد . حقيقى موجب 8 


إذا كان ٠.‏ < (س ‏ س) < قم ء فإن د (س) > م. اذا كانت س تقترب من ب من 


. وإذا كانت س تقترب من س من اليسار » فإن 


ل 9ب س) < و .اذا كانت س تقترب من ببء فإن ٠‏ <| س ا ا|<8. 


٠8 - *‏ : نابا د (سع) - - « اذا وفقط اذا كان 
م سهانب , 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


البايات هم 


إذا كانت . < وس اسع < قم ءفإن د (س) د _م . عندما نريد القول أن الدالة تكبر. 
بدون حد » نقول أن النباية تساوى + ده . واذا كانت الدالة تتناقص بدون حد »ء فإننا نقول أن النباية 
هع 5و :م اه وس) - + ©« اذا وفقط اذا كان 

سن الس ر00 
لكل عدد حقيقي هوجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


إذا كانت ٠.‏ < (س ا س) < 68 ءفإن د (س)' > م . وهذا هو كيف ننص على أن الدالة د. 
تزداد بدون حد عندما تقترب س من س من اليسار . 
اذا اقتربت س من س من اليسار فإننا نطرح س من ب »ء وإذا اقتربت س من ب من ابمين فإننا 
نطرح ب من س . ولم نعتبر القيمة المطلقه للفرق س ‏ ب لأن هذا يعنى أن س قريبة من ت من كلا 
الجانبين . ومن المهم أن تكون كل من س اب و.نا ‏ س موجبة » ولهذا فإننا نستعمل س اب 
عندما تقترب س من س.من العين ونستعمل بس س عندما تقترب س من س من اليسار . 
4ه -/19ؤ : نمه-آّ(أا ‏ د (س) - - « اذا وفقط اذا كان 
بن سمه انل 
لكل عدد حقيقي موجب م 
يوجد عدد حقيقئ موجب 8 


إذا كان ٠.‏ < بمااس <ق » فإن د (س) < سامء 
* م١‏ :: باد (س) - + « اذا وفقط اذا كان 
و بحس كل ١‏ 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 6 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


41 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذا كان .. < آوس داس | < ق » فإن د (س) > م. 


:١9 - 5‏ ماد (س) - - « إذا وفقط إذا كان 


عن ركهم اين 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى محال د 
انه تن تت تن لانن حي كان 21710111 


إذا كان ٠.‏ <|اس ب|< 5 » فإن د (س) < ام 


م - 5٠‏ :ما هى نهاية ل عندما تؤول س إلى صفر ؟ 
سس 


0 غير معرفة.هذه النهاية غير معرفة طبقا لتعريفنا » حيث أن النهاية من اليسار لا تساوى النهاية من 
فين 


م - 5١‏ : ماهى نباية .ل عندما تؤول س إلى الصفر من اين ؟ 
ا 


هلا ل - + «ه . يمكن النظر إلى ذلك على أنه مقارنة بين م وقيمة د (س) لمعرفة 
سن 2 .. 


ّ أكبرهم . لأى عدد كبير م يمكن إيجاد عدد صغير 0 بحيث أنه إذا كانت س قريبة بمقدار ه من 
الصفر من المين » فإن .ل تكون أكبر من م . 
سن 


عندما نزعم أن الدالة تتزايد بدون حد ء فإننا نعنى أنها تأخذ قيما أكبر من أى عدد موجب 
نحدده . وعندما نزعم أن الدالة د تتناقص بدون حد » فإننا نعنى أن د (س) تأخذ قيما أصغر من 
سالب أى عدد موجب تدده . 


انبايات اام 


©»1|- 


4 - 95 : ما هى نهاية ل عندما تؤول س إلى الصفر من 'اليسار ؟ 0 


284 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


17-4 ماع اله + عبدها وول نإل ؟ 


١ 
و‎ 


له 


صفر 
3-3 4 1 
٠ > - 5‏ » وذلك حيث أنه لكل عدد موجب © يوجد عدد موجب ن 


اذا كان س > نء فإن . < [ ل .|<» 
سن 


لمعه 


يث أن: س < د نءفإن . < كل - .|<ء 
س 
إذا كان ء 


57 ملاحظة أن الرمزين + هه , - «ه لايمكن إعتبارهما أعدادا حقيقية . 


9 5 : ما هى نباية بح د عندما تؤول س إلى ه ؟ 


البايات 8م 


4 -307:ما هى ناية تةٌ عندما تؤول س إلى © من الهين ؟ 


كير لهي - + هه . البسط قريب جدا من 4 » والمقام قريب جدا من الصفر 
س لهم جح 


عندها تأخذ س قيما قريبة من ه من المين . الكسر يتزايد بدو حد عنذما تقترب سس من ه من: 


العين . 
؛ - 78 : ماهى عاية سي عندما تؤول س إلى 5 من اليسار ؟ 
يد 
ا يعد يه ب الكت سالب لقن مرح الرقمة بين دو 6 راان لز 


4 - 58 : ماهى ناية بت -_5؟ 
3 اس + ب»# 


- 5ه 2 + مه )2 غير معرفة . 


عندما سن له 2+0 ص لم جع سن لم دي و 


بسط هذا الكسر يقترب من - © :بيه يقترب مقامه من الصفر . الكسر يتناقص بدون حد عندما 
تؤول س إلى -” من اليسار , ويتزايد بدون حد عندما تؤول س إلى ١‏ من المين . ولاتوجد له تباية 
عندما تقترب س من - 5 من كلا الجانبين . 


5 
4 - 6" : ناقش سلوك ع لل عندما تؤول س إلى ١‏ 
2 ةا 


البسط يؤول إلى 4 عندما تؤول س إلى ١‏ . وعندما تقترب س من ١‏ من المين فإن المقام يكون 
موجبا ويقترب من الصفر . 
سس" دام 


سا 1 007 0 
سن لله + س5 ياس 


وعندما تقترب س من ١‏ من اليسار » فإن المقام يكون سالبا ويؤول إلى الصفر . 
: 07 
سن مهم 9د س5 باس 

3 
بيهت ا 


ل الها كارب عون رمن (ااخي تعرفة. 
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يمدالا 
هى نبا 0 اث س إلى 
ش 1 + تس ل - م . كل من البسط والمقام يقترب من الصفر عندما تؤول س 


إلى -م :لذ تقلزنا إلى الدالة لاتصيلة قله المت ا ا رلك ا ل 11 


س + » 
لكل قيمة من قم س ماعدا س - -75 »ء فإننا نرى أن النهاية تساوى -3 . 


تذكر دائما أننا نتعامل مع جوار مثقوب للعدد - ١‏ فى محال الدالة التى يمثلها الكسر . 


3 00ل ين 1 
00 - : )2 ( عنا ما م جم | أ ؟ 
9 0 0 ض ماهى نهاية وو كرون د تؤول إلى 


توحيه 
. للش اك (م”+مه5 ج12 +م8ه 512+ حا احا 
ما سو . د مخ هم 
0 
ا : 3 ١‏ 
د سلا لس نميا(ه دع ماح + م حا 
ا ات 00 
ها سمه ءءء 


. الصيغة * ح" + م ها ح + م" تمثل دالة 
هم 

متصلة » والنهاية عندما ه -ه صفر لدالة متصلة د عند الصفر تساوى د (0) . فى هذه الحالة د )٠(‏ 

تساوى 7 ح" + 8 ح (صفر) + (صفر)" > ”3 حا 


- حى؟ ١‏ 
4 - #0 : ماهى نباية 2 ل جع سح عندما تؤؤل ه إلى الصفر ؟ 
تقدم كا فى الاطار 4 - 7م 


(ه + )51 ل" 


1 + مر ماح +هك')_ احا 
ه هه . هم 1 ه 


ما سه 0 


با ؟ ححا ]+ هل ع ا ح1ى 


١ هاه‎ 


ع - 8" : ماهى نباية 


ل عندما تؤول س إلى + «ه ؟ 
2 


بن تت 
فر . إذا جربنا قم مثل 1٠٠٠6061٠0٠٠0 61٠00 61١ » ١‏ 6...» فإن الكسر يأخذ القيم 
اال رن طاح لل مت و علص و اومن 'الواضتية أن :هذا قترف هذا م الصف عندما 
لجاب 2 2 ؛ جوج ؛ جوج ؛ ٠.‏ شن الراضح لح ف صني 


0١ البايات‎ 


تزداد س بدوك حد . 


ولاثبات أن تهنا ملت ىع انه عب إنات أن 
١‏ سن لهم لهج سن ل ؟ 


لكل عدد حقيقى موجب » 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
كد د مد [ب نب | 
0 الي جا ” 


وهذا يمكن عمله باختيار ن - 1-21 57 


6 


99-4 + ماع حباية سلس عندما توول تين إل تمه ؟ 


صفر . إذا جربنا سالب كل عدد من الأعداد التى جربناها فى المسألة السابقة » فإن الكسر يأخذ 
لش" لك كا 1 ل اك لا 00001 
لقم لب ء همع ججع مسح اجمعجحس ١‏ سيب ؛ ومن الواضح 
أن قبم الكسر تقترب من الصفر . 


ولخيان أن تسسا متك ٠2‏ : فإنه يجب اثبات أن 
0 سن سه - وج سن ل "؟ 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
لكل س فى مجال | (س » . ١‏ 
س ل م 
وود دم 3 حة | 
س ام 


واختيار ن - 1 جتن يحقق هذه المتطلبات . 


ع 


المح عابي جاخ دما توزلر ين إل ارو ؟ 


٠. صفر‎ 


لاسي سه 
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وس' ‏ 9# س1 5م 
ا لس د 


ع 5 على س" . نحصل على 2 1ت . وعندما تزداد س بدون حد »ء فإن قيمة هذا 
ش الكسر تؤول ال 2 . 0 


م - لا" : ماهى : 


#4-مم ا ال 
سن لهم دل ”7 س" 5 س + ١‏ 


1 . إذا قسمنا كل من البسط وإلقام على سى؟ كا فى أعلاه » ثم أخذنا النهاية » فإن قيمة الكسر 
ش تؤول إلى حّ . ومن المسموح به القسمة على س' طالما كانت س لا تساوى الصفر » وحيث أن س 
: . تتناقص بدون حد فإنها لاتساوى الصفر . 


00 00 اه سطف اف 
سنس له اوج ”ا اسع" + 5 سن 6 5 
سف : يقسمة كل من النسط والمقام غل تن فإننا تحضل على - س'؟ والتى تؤول إلى الصفر 


200٠0 7“‏ عندما تزداد س بدون حد . + 


03 


ا 0 85 
م د اع : ماهى | سنا 868 سه ب 4 س؛ ل 5 اس" ل سن ل ١‏ و 
ابه ع في لسن 10 6 رس قي لدم لكي ل الجن ون ده 


ل . بقسمة كل من البسط والمقام على س” » فإن معاملات الحدود ذات الأس الأكبر هى فقط 
الى تؤثر فى النهاية . 


م - 45 : ماهى : #آبرن + ب سرله د د 0 0 6د" 


بيع ل ل وكيك 11 


م 
-- 


النبايات 17 


0 اش اد ا 20 
استخدام المتطابقة المذكورة أعلاه مع وضع ١‏ - رظي ررم 1 


مت 0 باع + ه 520 (ؤ؟ + هم - غ6 
ا هد : +ه+بك ) 
5 ه ا ١‏ 
هاه + مايه ) ال 01 
وهذا كسر مكافء للكسر الأصلل » ونباية با بيد حم 1 
٠‏ ب ع 
ماهى جا 30 + همه السك ون دياه | مين دياو . 
معي 
> - 
+ -44 م يجن لامكلا" وزيم لقاع الكرة الت روات وقد 


س سمه 5 اس 


كيان ينث يام 
د نك 
مق ا 
4 - ه4 :ماس با لأه +5 - لاثم 
ه ح--ه . هم 


ا ال 0 ١‏ 
١‏ ن كلام + و الأو ل ظ 


ل تدك الغو ده عاضو ل( تئش انشعكا لط اكد شد 620 
- ؟ + هع 1 
ه كالو جاه" + كلو + هالو + اكه 
١‏ 


اق + م + 5١‏ + اه 5 1 
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. 


ون م 
1ك ا 
يي - ب م - كك 


فى مجموعة التمارين فى نباية هذا الكتاب » سنجد أن التمارين من ١‏ إلى هه تكون من نفس هذا 
النوع . وربما يرغب الطالب المهتم فى حل هذه المسائل الآن 


وسنسرد الآن بعض التعريفات للرجوع اليها . ويستطيع القارىء تغطية أجزاء مختلفة من كل تعريف 
للتحقق من قدرته على كتابة هذا الجزء تماما كا هو وارد هنا » وكذلك يستطيع أن يغفلهم ويقفز إلى 


الباب الخامس . 
جد دارين 05 إذا وفقط إذا كان 


3 اي 
لكل عدد حقيقى موجب © ,9 5 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 ظ 
بحيث أن 2 


لكل س فى مجال د 


<إاس !|<ة جه |ادرس) ‏ ل|<ع 


باس" - 8 إذا وفقط إذا كان 


سن لهم ؟ 


لكل عدد حقيقى موجب ع 


بحيث أن 
لكل س فى مجال ](س » س")| 


<«|اس ‏ ؟|<ة «هإ|س" +م|<ع 


با د (رس) - ل »ء إذا وفقط إذا كان 
+ : 


س سه + مع 


البايات هو 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن © إد(س) ‏ ل|<ع 
اا ١!‏ - . إذا وفقط إذا كان 
سن لهم د دهع سن 


لكل عدد حقيقى موجب © 

يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 

لكل س فى مال | (صء يل) | 

سس > 2 عه 


2 د (س) - + هه إذا وفقط.إذا كان 
ان اله 


لكل عدد حقيقى موجب م 


9 يوجد عدد حقيقى موجب ق 
13 بحيث أن 


3 لكل س فى مجال د 
<اس ‏ *|<ة > د رس) >ام 
: ل ح + © إذا وفقط إذا كان 
سس نيام سل لام 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


بحيث أن 
لكل س فى مال | س.ل ) 
كبر 
٠‏ <إس ام|<ة حم ل للد >ام 
س ام 
باد (س) - + «ه إذا وفقط إذا كان 


سن لهم + هه 
لكل عدد حقيقى موجب م 
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بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن >©» د (س) > م 
: س؟ ح + «ه إذا وفقط إذا كان 
سن له إ هع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [ (س » س")) 
س يم كن حوا اس" > 8 
بايا د إس) - + «ه إذا وفقط إذا. كان 
س لم ل وح 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن" 
لكل س فى مجال د 
س < اث ح+ د (س) > م 
لاد (رس) - - «ه إذا وفقط إذا كان 
سس سم - هوج 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
سن < ناك ب د (س) < لدم 
ها د إس) - - د« إذا وفقط إذا كان 
اسن لهم + هع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن > د (رس) < لدم 
نبئثاا د رس) - ل إذا وفقط إذا كان 


سس له م 


البايات 4 


لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
< (س- )< 85 ©>|ودوس) ل|<ع 


مهايا لأسا 1 إذا وفقط إذا كات 
عن هد 6 ين 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى عل (رسء سكسا | 
دض م دةء إلضا ‏ ١إدء‏ 
س 


جملا د (رس) > ل إذا وفقط إذا كان 
سن له 0م 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
<٠‏ (طسدس)<ة ح٠ادرصض)‏ ل|إ<ع 


ار ٠‏ 
: سك - - ١‏ إذا وفقط إذا كان 
سن لهم 02.6 اسن 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( وسء لتضاع , 


اكوا ادك الماميونن <ع 


نما د (س) - + «ه إذا وفقط إذا كان 
ف ددا م مم 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
٠‏ < (س ل )) < 86 احم د(رس) > م 
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ل ع + هه إذا وفقط إذا كان 
سس لم .+ ال 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
١ 5‏ 
لكل س فى مجال [(سء ل)) 
س 
١ 5‏ 
2 جور ) نجو 8 حم لد ابه 
| رس ( 7 مم 
با ل - - «© إذا وفقط إذا كان 
سن له ىدان 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [ (س » يل ) 
١( < ٠‏ سد س)< 8الحم > ام 
س؟ - + مه إذا وفقط إذا كان 
سن للم - وى 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال [ (س » س") ) 


س < لان حمس" > م 


0-7 مه 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( (س » س") ) 
س > ن حم س" > م 
“صيبالا س5 -- له إذا وققط إِذًا كان 
سن لهم - مع 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 


النبايات 49 


لكل س ف مجال [ (س » س") ) 
س < اك بهم داس" >< دام 
با- س'" - - هه إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( (س» ‏ س') ] 
س > ن حم باس" <ج لدم 
تكون د متصلة عند النقطة بس من مجالما إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 1 
اسات|]|<ة ©+ادرس) د صم|< 8ه 


التعريفات الأربعة التالية خاصة بالدوال التى الها الأعداد الطبيعيه ( المتتابعات ).؛ 


ماو - ل إذا وفقط إذا كان 


سس لهم هع 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 


نه ع كن إصال|<ع 


با ل - ٠.‏ إذا وفقط إذا كان 
١‏ 


ملام + فلك ) - ؟ إذا وفقط إذا كان 
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لكل عدد حقيقى موجب ع 
بحيث أن 


لد > ن وإارعم+ دين -١|ءى‏ 
له 


مدا ل" > هه إذا وفقط إذا كان ني ١‏ 
زثي- 


لكل عدد حقيقى موجب م م 
يوجد عدد طبيعى ل 


ين أذ ظ 0 


له 5 ن حون" > ام 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طاأمعطأ_ممكدهحاه /داتعل /رعههع باأتاءمة/ روم خط 


الباب الخامس 


نظريات على الاتصال والنبايات 


سنعطى فى هذا الباب نضوص بعض 50 والتعريفات المرتبطة تقليديا بالنبايات والاتصال. 
هذه النظريات ستعطى الطالب شيعاً راسخا للرجوع إليه 2 لاجراء حطوة من خطوات البرهان أو 


كتعليل لخطوة ف المسائل التى سيصادفها مستقبلا. 


تعريف ه  ١‏ 
د+ رح |( رسي)ص)|[ص- د(س)+ در (س)ء )س3 26١16‏ ) 


تعرف الدالة د + ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى مجموع 30 
قيمتى الدالة د والدالة ر عند س . حيث س تنتمى لكل من مجال د و مجال ر . ا 0 

إذا كانت د و(س)-"# س #1١0‏ را ور(س)- كس + 2# فإن 
(د+ ر )رس)- (#س ب +)١‏ (5؟س +8 15)- وس 5 5 


تعريف 0 ل ” : 


ذانت دز -إ[روسءص)| ص - د رس) دار (س)ءس 060635 6ار) 


تعرف الدالة د ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى الفرق 
بين قيمة د وقيمة ر عند س . حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر . 


إذا كانت د( س )ع لاس 6١‏ ر لس )- اس + 45 فإن 
(دا ر)لرس)- (#س د )١‏ راس +2)54 سد ة. 


تعريف 0ه "١‏ : 

ددر :5 [الانسن بخاص )أ عن اه وس )دن عن ) ا موابة ان 
تعرف الدالة د ر على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س » ص ) بحيث أن ص تساوى حاصل 
ضرب قيمتى دء ر عند س » حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر . 


ا 
0 3 
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إذا كانت د روس)- “”_س لا ١‏ ور وس)- «اس + 8 , فإن 
(د د )(وس)>-(#س ١‏ ١)('7س‏ + 8) 2 5س" + لابن 3 ”#. 
تعرد هه 5 : 


5 


1-5 رسءص)|ص - شلصسي ر رسع +.. سد معرا) 


تعرف الدالة حك على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى خارج 


اص« الم 


قسمة قيمة د على قيمة ر عند س0 ر ( س )2 ٠‏ . حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر 
تعريف 0 © : 
دءد > الرسءص) |ص>+ د( ررس س3 غرء د(رس)3 6ر) 
يعرف تركيب دالتين . د © رء على أنه مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س . ص ) بحيث تنتمى 
ص لمدى.د. صورة س بالدالة ر هى أصل ص بالدالة د , وتنتمى س لمجال ر . 
ويمكن أيضا التعبير غن هذا رمزيا على الصورة 
دءد >-|رسءص)|(سءر )3د 236 ص51 3 
يوضح شكل ه  ١‏ تركيب الدالتين د» ر »؛أى د ه را ع حيت 
د-إ(سءص)|[ ص "'اس١إء‏ 
ر > | (سء)ص)| ص - "اس + "#) 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا التركيب » ترسم ر النقطة س إلى ٠س‏ + ". ثم تكمل د الجزء 
الثانى من التركيب برسم ٠‏ س + #8 إلى ” ( لاس + )ب .1١‏ 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا التركيب » ترسم ر النقطة 4 إلى ١١‏ » ثم ترسم ذ النقطة ١١‏ إلى 
5١ :‏ . أيضا ترسم ر النقطة ١‏ إلى ه ء ثم ترسم د النقطة ه إلى ١4‏ . 


.يوضح شكل ٠‏ - * التركيب راه د . فى هذه الحالة ترسم د النقطة س إلى *س ل ١غ‏ ثم 
' تزسم ر النقطة #من ات ١‏ إلى ؟( +تن بت 1 54 . التركيت ن 8د يرسم © إل 6+ 


د ترسم 
أولأ ؛ إلى ١١ء‏ ثم ترسم ر النقطة ١١‏ إلى 3٠‏ . 


والتركيب ر ٠‏ د يرسم ١‏ إلى ؛ . د ترسم أولاً ١‏ 


( د *ر)(س ) تعنى إيجاد ر( س ) أولا ثم إيجاد قيمة د عند ر ( س ) » وهذا يعنى أن 
(ددر)(س)- د(رر(س)). 


نظريات على الاتصال والنهايات 


وسنعطى الآن نصوص وبراهين بعض النظريات . النظريات القليلة الأولى تبرهن الحقيقة التالية . 
إذا كانت دد» ر متصلتان عند ساء فإن : 
)د +ر تكون متصلة عند بس 
سا )د ار تكون متصلة عند بس 
حد) د د تكون متصلة عند ب 
)م تكون متصلة عند نس بشرط أن ار (نا) © . 


ه)د هر تكون متصلة عند س » بشرط أن (-م3)0 6. » د تكون متصلة عند 
ررس ). ش 


ال 


0 


لخ 
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سنستخدم التعريفين الاتيين خلال البراهين » وهذا فإننا سنعطى نصوصهما هنا ثم نشير اليهبا 
بالرمزين ت, ءا ت,. ش 
تو : تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ع, 
يوجد عدد حقيقى موجب ق, 
بحيث أن 
لكل س فى محال د 


0000 8 > |درس) درب)|<ق 


لكل عدد حقيقى موجب 5 
يوجد عدد حمقيقى موجب 8, 
بحيث أن 


لكل س فى مجال ر 
ا لومي <ة, © | ررس) درت)|<ع, 
7 1 نظرية :١-26‏ 
ا 
5 إذا كانت ددء» ر متصلتين عند ب » فإن د + ر تكون متصلة عند ان . 
000 البرهان : 
١‏ : لأى عدة معطى ع ء نخد © ع -ج. من تعريفى ات .ات » 


١‏ : توجد 4278 ة/ تحققان تا ءا ت, 


“': إختر 8 - أصغر 1 8و 53 | . وهذا الاختيار للعدد 8 يضمن لنا أنه إذا كان . 
7 4: إس د |<ةق 
فإن 


اق درس اب وي < ع6 د كع | روس )ل درت)|<ء,-ع 


جمع هاتين الصيغتين يعطى 

د وني يك( 102 | متوو )ات :اومن جد كب كمع 
ولكن 

: أإدرس) د د(رت)+ درس) درت)|<إدوس) دوت)|+ 


إدو(س) سس روت)| 


نظريات على الاتصال والنهايات 55 


ومنهأ ذ نستنتج أن 
4 س)+ درس)ع-_[دوتب)+ دورت)ع]<ء 


0 
الزع© نه كوه )كرو لعافم اده 


8: إذن إذا كان أس ‏ ب | < قء فإن |( د + د)(س)- (د+ د) رهس)]|<ع 
وهذا بالضبط هو شرط أن تكون د + ر متصلة عند ان . 


نظرية ه - 5 : 
إذا كانت ر متصلة عند ساء فإن ‏ ر تكون متصلة عند ب . 
البرهان : 
١‏ : لأى عدد معطى م » خذ نيع ع , شاع 8, . إذا كان 
0 س اب |< ة 
فإن 
ا ار دو وهم ال عه 
ولكن من خواص القيمة المطلقة » 
]و لماع و بوت | 2 وحار و عات وبحدر وهم | 
ومن ثم 
:|1 رضص)ع]- [سرهم]|<ع 0 
وهذا يثبت أن ر تكون متصلة عند ب . ش 


نظرية ه ا" : 
إذا كانت د » ر متصلتين عند ب » فإن د ر تكون متصلة عند بس . 
البرمان : 


من تظريت 9 1ه هدج 1و 
2:١‏ + (ر) تكون متصلة عند بس 
ولكن حيث أن د + ( ر) - دسارء 
؟ :دار تكون متصلة عندا نف . 
نظرية ه - © : 


إذا كانت د » ر متصلتين عند ساء فإن د ر تكون متصلة عند نب . 
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البريعان : 
١‏ : لأى عدد معطى ع عخذ 6 68, > صفر بحيث أن 

عر ع,+ #رأدرهم|+ 6,إ|دضسم|<ء 

. وهذا يمكن عمله بسهولة بجعل 6 ء 2, صغيتين بالقدر الكافى بحيث أن 5, 6,< 
ناص | <جء|[دسم| ©, < مّ. 
ويجب ملاحظة أن إختيار تق , ليس نتيجة فهم خفى للمسألة » ولكنه يتعين بإتباع 
* خطوات البرهان بالعكس بدءا بالنتيجة المطلوبة وذلك لتعيين ماهو مطلوب 
؟ : إختار 8 - أصغر !| 8برء» 58, ). إذا كان 
5 م هده | 2 

فإن 
اه زس)مءه زف | خف ]| راو صاروت) | دم 

.ضرب هاتين الصيغتين يعطى 
8 د (س)ر(س) دو)رلس) ررم دص)+ دعر |< 00 
ولكننا نود أن يكون الطرف الأيمن من (ه) هو 

|[د(ص)ر(س) د رب).ر (س) |. وغذاء فإننا مجمع 

|د (ب) ر (س) + ر (س) د (س) - ؟ د (س) ر(س) | على كل من طرف (0) ونظبق النتيجة 
.العامة | س + ص | 2 | س |+ | ص |على الطرف الأيمن . 
5: إد(س)ر(س) درص)ر(ت)|< 

6 غ+ ]درن ررس)+رن)د(س) ؟ درب)رهم)| 
شع عر + ادونم)] اراوس )هزنت |+إروع] ]ادرو ددم] 
م: < م »,+ إأددهصم| , +إردهم)| 


48: < ع 


© <| ومن ثم , إذا كان | س اس | < ق فإن أ در (س) د در (ب)‎ : ٠ 
. وهذا يثبت أن د ر تكون متصلة عند نس‎ 

نظرية © - ه : 
إذا كانت ر متصلة عند نس » ر (س) + . », فإن !ل تكون متصلة عند بن . 
قبل بدء البرهان الفعلى » سنقدم القهيد الرمزى التالى 


إذا أعطينا ©“ - ادر ؛ فإنه باستخدام ت, يوجد عدد 8 بحيث أن 


نظريات على الاتصال والنهايات 7و6 


اشسودت :83 2 | ودار رم دع 


ومن ثم 

1 ]راض د ورب | > لمعا 
به إلى انم حدر و 2 ادهعا 
ح :ار هم | إرص)]|ى ادجعا 
: إر(ت)|+إر(س)|ام لمعا 
ه: إر(ص)|> 2 إر ص | 

وكذلك 
البرهان : 


:١‏ لأى © معطاةء خذ 8 - 2 |ر (س)|5" » إذن يوجد 58 بحيث أن 


أس د |< 8© إررصض) ره)|< هه 
؟ : نختار 8 - أصغر | 668“ 5 ] . إذا كان 
؟*:|س د |<ة 
فإن 


41 )ص نوف 1د ع5 


إذا ضرينا (4) فى 

1 ا ل 
إد١ص)|‏ ؟إر(سم| 

نحصل على 

واة فاح و نف م عِ 
د(ص) | 0 


و 
ان م 
| دضص)ره»م| اا 
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ئ 


ل كك 5 كلد 1ك ال تت ا لا 0 1 د دك 
00 ع ون تع 5 ]ار (ت) "5 ابرع ا صده 
١ ١ :‏ 
00 كب لهإ|<ء 
ومن ثم 
|إسات| <ة | ١‏ ' | 3 


| ررض) ر(م) 
وهذا ينبت أن ل تكون متصلة عند ب . 
نظرية © - 5 : 
إذا كانت د 4 ر متصلتين عند ب وكانت ر (ب) 2 ٠‏ , فإن 2 تكون متصلة عند ب . 
البرهان : 


د - د (ل ).وحيث أن نظرية ه - ه تثبت أن ل متصلة عند س ء فإنه ينتج أن 2 متصلة عند ب 
2 ار 3 ر 


وفقا لنظرية ه - ؟ . 
نظرية ه - لا : 
إذا كانت الدالة ر متصلة عند س والدالة د متصلة عند ر إس) » فإن الدالة د ه ر تكون متصلة 
عند نسها. 
إذا كانت د متصلة عند ر إس) ». فإن 
م. لكل عدد حقيقى موجب حي 
يوجد عدد حقيقى موجبا ١8‏ 
بحيث أن 
لكل ر (س) فى مجال د 
لذن ووف) ١‏ جد فل رح اشوا وم نناوريوت) اد 
وتكون ر متصلة عند س إذا وفقط إذا كان 
م لكل عدد حقيقى موجب 8 , 
يوجد عدد حقيقى موجب © 


بحيث ان 


ل ينث | انك | و وضع عاوزات) |2 


نظريات على الاتصال والنهايات احل 


البريمان 


١‏ : لأى عدد معطى 3 ٠‏ نضع ع دعق ع ق, . إذا كان 
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:]سن ات]| <ة, 
* : فإن 

رص ر )| <8, 
ولكن ©6, - 5,ء ومن ثم باستخدام () 
ا 0 ' 
وبالتالى 


ه:|اس-ت] <ةر» إدررض))-د(رهم))|<ء 
وهذا بالضبط هو المطلوب لأن تكون د ٠‏ ر متصلة عند س١‏ . 


نظرية ه --8 : 


الدالة الثابتة ث > !| (س » ص) | ص - ١‏ ؛ حيث ١‏ ثابت | متصلة عند كل نقطة من نقط 0 


يجاها . 
البرهان : 
حيث أن | ث (س) ‏ ث (س)| - ١|‏ - !| - . , وحيث أن © > ٠‏ . فإننا نستنتج أن 
| ث (س) ‏ ث (س) | < ع بغض النظر عن إختيار 3 . وبالتالى » فإن ث تكون متصلة عند أى 
نظرية © - 9 : 


دالة الوحدة ت > [ (س » ص) | ص س ] متصلة عند كل نقطة من نقط مجاها . 


البرمان : 
اس ب  <|‏ عه إس دب | < ع . وبالتالى فإن دالة الوحدة تكون متصلة عند كل نقطة 
ب من نقط مجاها . 
تعريف © - 5 : 


الدالة ك تكون دالة كثيرة حدود إذا وفقط إذا كان يمكن تعريفها بصيغة على الصورة : 
كَُ (س) دان سرلهة + و سرله-١‏ +2.. + سعن_؟, س؟ + نان_و سن + سان 


مام م 


حيث له عدد صحيح موجب , سا ء ناوء ...ء نان أعدادا حقيقية . 


5 تسوه 0 
ٍَ 0 ا 
5 
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.: ١١ - © نظرية‎ 

دالة كثيرة الحدود متصلة عند ب لأى عدد حقيقى ب . 

البريعان : 

نفرض أن ك (س) أى دالة كثيرة حدود . تذكر من نظرية ه - 8 ونظرية ه - 4 أن الدوال المعرفة 
بالصيغة ث (س) ١>‏ وات (س) - س متصلة عند س . بتكرار تطبيق نظرية ه - ؛ »ء الدالة ؟ سم 
تكون متصلة عند ب لأى ثابت ١‏ ولأى عدد صحيح موجب م . ومن ثم فإن كل حد من حدود 
له (س) يكون دالة متصلة عند ب . بتكرار تطبيق نظرية ه - »١‏ ينتج أن الدالة ك متصلة عند س, 
تعريف © - / : 

الدالة ق تكون دالة قياسية ( كسرية ) إذا وفقط إذا كان ق - للك حيث ك ؛ ف كثيرق 
'حدوةه . ف 
نظرية ه - ١١‏ : 
"الذالة القنائية ف بل كين متصلة عند كل نقطة ب بشرط أن ف (ب)  ٠‏ 

ف 

البرهات : 


من نظرية ه - ١١‏ » كل من ك » ف دالة متصلة عند ب . ومن ثم اذا كان ف (س) طن ٠‏ » فإن 
ق تكون متصلة عند بس وذلك من نظرية ه - 5 , 


نظرية © - ١79‏ : 
نفرض أن س نقطة ترآم مجال د . التقارير التالية تكافء التقرير « الدالة د متصلة عند النقطة بس من 
نقط مجالها ) : 
4 لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إس ‏ يه ]. <ة ادرس) درن)|<ع 
زهة لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8' 
بحيث أن 
(ل(ضءص) و د|ارس ‏ ب)|<ة] 2 ((رسءص)||اس دا|<ة ا ء 
اص هد (ب)|< ء) 


نظريات على الاتصال والنبايات لل 

الإحييكا ورين عونم 
0 تشتحيااه وج ل 05 روي 
البرهان : ٠‏ 
بالتعريف » )١(‏ يكافء القول أن د متصلة عند ب زوفذا يكنى إبات اراح بز البار1.. 
() يؤدى إلى ”) ٠»‏ ©0") يؤدى إلى (5) » (4) يؤدى إلى )1١(‏ . 

برهات أن )0١‏ > (5) : 

)١(‏ تنص على أن لكل م > ٠.0‏ »يوجد 88> ٠‏ بحيث أن لكل س فى مجال د . | س ‏ س|< ة 

يؤدى إلى | د (ص) ‏ د (ب) | <ع . لتكتب 

مم | (سء ص)| |س نت |<ة)ء 

س©»-[رسءص)|إ|س ‏ ب |<ة # عن كازج ده ].. 

يجب إثبات أن . لكل © > ©»يوجد 8 >..بحيث أن ىت ل وبقول آخرء لهذين العددين 
»8 »(سءد(س)) 3 كدح (س .» د (س) )3 س2» لكل ع > . , نختار العدد 8 >. 
المستخدم فى )١(‏ . إذا كانت (س » د (س) ) 3 عد»فإن | س ساب | <ة . من )١(‏ » ينتج 
أن | د (س) ‏ د (ب) | <ء . ومن هذا ينتج أن (س » د (س) ) 3 © ء ومن ثم فإن )١(‏ 
يؤدى إلى (9) . 

برهان أن (؟) - (") : 

لكل ع > .», نختار 85 > ٠.‏ كلمعطاة فى )١(‏ . إذن لكل س فى مجال د »..إذا كان 
ممست عات و سر اند الا وروانة ري حر ونا بو أ 


| د (رس) 
فإنها لاد أن نكر منحيحة لكل ماق ختال 3 رعق ف اشرو إن ا 3 سات |<ة. 
ولهذا فإنه ش 


لكل عدد حقيقى موجب ‏ 
إيوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


اس |<ة © إودرس) ده)|<ع 
حك أددات قطة تراع غال 3+ كإن ذا يكال «ابحا وري خ وريم . إذن )5١(‏ يؤدى 
إلى ") . 
برهان أن 5) ح (©) : 


إذا وضعنا ب + ه بدلا من س فى كل مكان فى تعريف ححا دري كرس اانا 


نحصل على 
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لكل .عدد حقيقى موجب ع 

يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 

لكل س + ه فى مجال د 


<ة كه | طوف حدر رم لذ ع8 
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وهذا هو النص على أن نمهاه (ب + ه) خ د (س) . وبالتالى فإن (5) © (5). 


برهان أن (4) -ت )١(‏ : 
إذا أزلنا » فى التعريف المذكور أعلاه للنهاية هجا درب +ه)-د(س) : الشرط أن 


صسواءى 


لا تساوى الصفر » فيجب إثبات أن 


اه ب . 


ل إد.ه إدرت+ه)_در)|<ع 
٠ -‏ فقط إذا كان ه ح . . وفى هذه الحالة » 


|إه ب . 


دزت + ه) - درب + )- د(نب)/, 
ومن ثم |د زب + ه) ‏ د (س) | - |د (ب) د (س) | - . . وهذا أقل من أى ع ء لأن 
ع ٠>‏ . وهذاء فإننا نكتب 
لكل عدد حقيقى موجب © 
بحيث أن 
لكل س + ه فى مجال د 


< 86 »م إدمد+ه)_دسم|<ء 


200 
وإذا وضعنا س ‏ ب مكان هاء فإن هذا يصبح 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
أسدت|<ة © إدض) د دهم| جع 


وهذا يثبت أن (5) يؤدى إلى )١(‏ وببذا يكتمل البرهان . 


نظرية ه - ١‏ : 
سس ص ا 0 بحسن سداد قاد 


و3 د ك3 وان 


نظريات على الاتصال والنبايات اوالدل 


من الفرض : 
لكل عدد حقيقى موجب ١8‏ 
يوجد عدد حقيقى موجب ٠8‏ 
بحيث أن 
6:.<إ|سسم]| <ةرء إدص)-لى| <6, 
وكذلك 
لكل عدد حقيقى موجب 6, 
يوجد عدد حقيقى موجب 5, 
بحيث أن 


(ب): . < ع عدت دةرء إدرس)-لم| 0 


البرهان : 


2 


: نفرض أن ل, + ل, . إذن توجد مسافة © > .بين ل, » ل,» أى أن 
:البدل |2 0 


بالرجوع إلى () و (ب) وبأخذ 
م: 6 ع عل د قا 8 -أصغر ل[ فر 2 8,) 
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١‏ د 

إذا كان 

٠ 3‏ < إس د | <ةقء 

فإن 

ه:إ|دص)-لم| <ىّء|دص)-ل,| < ي 
ومن .هذا 


25 دون مدل + اناو حال + ع 


* :إل -هد(س) |+ إدص)-لم| < مّة 


6ل عد ح )+ د )ب لها 2ه 


ٍ > 
8 - ل,| < دع 

ولكننا بدأنا البرهان بفرض أن 
15 ل حدلي اصع 4 ل 

وهذا يستلزم أن 8< 5 ع ,أى +ع < 5 ع . وهذا غير معقول لأنع >. ٠‏ وهذا فإن 
فرضنا ل, + ل, يكون غير منطقى » ومن ثم يجب أن نستنتج أن ل, > ل, . 
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نظرية © - ١4‏ : 
إذا كان يباه (س) > ل, ركان نيسار (س) - ل,» فإن 
ا ل ل 
نمياد ار (س) ل لم 
0 حصت ودار 0م ل, 
بدا مع دز 3 


يد 0 انظ 

الخطوات التى تتبع فى إثبات هذه النظرية هى عمليا نفس الخطوات التى اتبعت فى إثبات النظريات 
المناظرة على الاتصال » ولهذا فإننا سوف لا نعطى البرهان هنا . 

فى النظرية التالية الرمز ] ! » ح[ سيستخدم للدلالة على الفترة المفتوحة ‏ س :* < ص <ح). 

إذا كان هذا المفهوم جديد بالنسبة للقارىء » فإنه يمكن قراءة الجزء الخاص به فى الملحق . 

نظرية ه + ١6‏ : 

نفرض أن د (س) < ر(س) < ع (س) لكل س 3]” » ح[فيما عدا ربما عند النقطة 
س ع-إب:3 ]1 ؛» جح[ إذا كانت نها و ر(س)خ ماع رس) - ل» 
يي ا د 

معطى لنا أن لكل 6 > »٠.‏ 6 > . توجد 80 > .2. 8, > ٠‏ بحيث أن لكل 
س ف مجال كل من دء» ع ٠‏ 

م4.<إس ات|< ق > |دص)سال|<ع 

ب) ١٠<إس‏ دان |< ةقخ إدرس)- ل|<#, 

ويجب إثبات أن 

لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب ق 
بحيث أن 
2 عن ين 8 > إرصضص) ل|<ء 

البرهان : 

| :-لأى ع يت لاسا ات عه 8 - أصغر | ف | مك‎ ١ 


أت ح|) 


نظريات على الاتصال والنهايات كل 


إذا كان 

<٠: 5‏ |إس دن |<ة 
فإن 

*“:إدرس)» ل|<غ أول- ه < درس) < لل +ع 
وكذلك 
اعض)-ل|<غ أول ه< عص)< ل+ء 
ركذلك 


: : د(رس) < ر(س) < ع (س) 
من (*) » (4) نحصل على 
ه:ل- ع < د(س) < ر(رس) < ع (س) < ل +6 


5 :لس © < رلس) < ل +ع 


والتى تكافىء 

37 ]ار (ن) مال |<ء 
إذن )» 
بار (س) - ل 
سِ ميب 


قد يكون من العملى أحيانا استخدام القاعدة « نهاية الدالة هى دالة النهاية » . فإذا طلب منا إيجاد 
: + ١)"»ء‏ فإننا نستطيع إستخدام هذه القاعدة كالآق : ١‏ 
0 (س ) )فى نستطيع 1 م هذه 0 فى 


جياوس +0" -(بمجايا(س + )"ه56 ,١١٠6-‏ 
سس أن ١‏ 


فى هذا المثال ( شكل ه --.” ) فإننا نوجد نهاية تركيب دالتين . لتكن 
كوت مخ أص حاس" ]>[ إن اس | عن كح ون .رذن 
دهور-[(سء ص)|ص - (س + .)')١‏ 

ومن مع افعتدها تدع 


جاإإس +00" -( هيا (س + 0" 
سس سل 


فإننا فى الواقع نستخدم حقيقة أن 
ماده :٠ر)(س)‏ > د و(نمار(س)) 
اانه من رت 


احلال النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مدى د مدىار 


شكل ه- م 
هذه القاعدة صحيحة فى أغلب الاحيان فى دراسة التفاضل والتكامل » ولكن يبمنا المرات القليلة 
التى تكون فيها غير صحيحة . وقد استخدمت بطريقة صحيحة ف الناقشة التالية لشكل ه - 4 . 
كروي خاو 7ح ابل 3 إواز اكه 


لعكن د > ( (س » ص) | ص - لو س ] ء ر > ( (س » ص) | ص - س" ) , إذن 
د هر - [(س» ص) |ص - لو س؟ )ء وهذا فإننا حين ندع 


ضصلا ولو س') -لوو(م م اس") 
سس سمه . . ١‏ س لهم ١...‏ 
فإننا ذ نستخدم حمقيقة أن 


اسككارد م ار ادح كا ورور 


نظريات على الاتصال والنبايات ١/‏ 


مذى د مدى ر 


د ودر 


شكل ه- ). 


ومن ناحية أخرى » فى شكل ه - ه لتككن ر > [ (س » ص) | ص - س ) » 
د- إ(سء ص)|ص - ١‏ عندماس ١#‏ ,ص > ؟ عندما س > ٠‏ ]). 
قاعدتنا ٠‏ نباية الدالة هى دالة النهاية » لا تصلح هنا » لأن 


بايا ه هر (س)- نما در(ر (س)) - ١‏ 
سس الوا ء. سن الله اء. 


ينها 


مرممخحح وار 7ر0 


8 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


وسوف ننص على ونبرهن الآن ثلائة نظريات توضح متى يمكن تطبيق 
2ك رد كاي ري كاد تحت رورس 


سن مها نل 
ال ا بي 
لا نصر على أن تكون ر متصلة عند ب » ولكننا سنؤكد على أن رالا نهاية عند س . ف النظرية الثالئة 


نظرية ه© - ١5‏ : 
إذا كانت د ء ر دالتين بحيث أن 
ر متصلة عند النقطة با 
د متصلة عند النقطة ر (ب) ١‏ 
وكانت ب نقطة ترام مجال د ه رء فإن 
ححا زد 6 ناوي 5ه و تسا نض )) 


سن سوال 
البرهان : 
١‏ : ر متصلة عند بس 
د متصلة عند ر (ب) 
من نظرية © - ٠"‏ 


” : د ه را تكون متصلة عند نس . 
' إذن:.» من (”) نظرية ه - ١١‏ 


*: صا« * ر) (س) > د (ر (ب)) 


عد ك3 
ومن تعريف التركيب 
4:: نما د ه ر) (س) - د(ر(ب)) 


سن موا نل 
ولكن حيث أن ر متصلة عند ب » فمن (؟) نظرية. ه - ١١‏ 
: نماد هر)(س) - د و( مار رس)) 
سنغير الآن الفرض قليلا بالتأكيد على أن ر اها نهاية عند ب بدلا من الاحتفاظ بالشرط الأقوى أن ر 
متصلة عند ان . 


١ © 


نظريات على الاتصال والنبايات 8 


نظرية ه - /ا١‏ شكل ه5-8): 
إذا كانت د » ر دالتين بحيث أن 
اتسنا حانىنع 
لج دم 
د متصلة عند ح ع 
ب نقطة ترآم لمجال د + رء فإن 
ايحن ال ست 0 


سس اث 


20107 ده 
ى ر 34 مجال د ور 


البريهان : 


حيث أن د متصلة عند حاء 
5: لكل عدد حقيقى موجبع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل ص فى مجال د 
|ص اح | <ة ام كات 
وين لاوحا نوارب نعي 


١‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


؟: لكل عدد حقيقى موجب ة 
يوجد عدد حقيقى موجب 6” 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 
. ولكن ص فى )١(‏ هى ر (س) فى (7) » ولهذا فبوضع ر (س) بدلا من ص فى )١(‏ 
*:ارض) ح|<ة > إ|دررس)) دحم|<ء 
إذن » لكل نقطة ترآ س لمجال د ٠‏ ر 
::. <إسيت|<5 ©>إ|دوررصض)) دص|<ء 
وهذا بالتعريف هو التقرير 
احا ا و 5 
ولكن 
5 حا نيبار (س) 
ش اك 
إذن * 
رو حر اريم 
من (5) » (7) 
:ماده 5ر)(س)- و( نم ار س)) 
و لت سس 0 
فى النظرية التالية سنؤكد فقط على أن د » ر لبما نهاية عند النقط المعنية . ولن نتطلب أن تكون أيا 
منهما متصلة عند النقطة محل الدراسة . 
نظرية © - ١8‏ : 
إذا كانت د » ر دالتين بحيث أن 
لحي وري ا 
ب : نمهاياد (ص) - ل 
لكل س فى مجال د ٠‏ ر 
<إاس دد|<8 مح . <إرس) حخء 


نظريات على الاتصال والنبايات يدل 


واذا كانت ب نقطة ترام لمجال.د © رء فإن 
ماده هر)(س)- ماد ص) 
سس عدت ص 


الببمان 1 


١‏ :(س) تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل ص فى مجال د 
<|اص | <5ة » إدرص) ل|<» 
؟ : () تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب ة 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 
<إس | < ش©» إرص)حإ<ة 
إذا إخترنا 8 > أصغر [ و“ » 3 )» ووضعنا ر (س) من (5) بدلا من ص فى )١(‏ » فإننا 
نحصل على ش 
؟:٠‏ <إرصضص) | <: © |هدررص)) ل|ا<ء 
ولكن حيث أن (ح) تؤكد أن ٠‏ < |ر (س) ‏ ح إ|ء فإننا نحصل على 
::ء <|إس ن |<ة © إدرررص)) ل|<ه 


وهذا هو النص على أن 
222 زورون كن 
ولكن » باستخدام إب) » نبا د (ص) - ل . إذن 


اد ا 
1: نمطا« 5 ر)(س) - مهاد ص). 


كمثال لدالتين لا تحققان فروض نظرية ه - ١5‏ أو نظرية ه - ١7‏ ولكنهما تحققان فروض نظرية 


_- 20 سا اع 5 5 س"  ١٠‏ 
148 لتكن ر (س ص)|ص - يلم ) د-[رس ص) | ص - عاط ). 


إذا رغبنا فى إيجاد سما (د © ر) (س) , فإننا لانستطيع تطبيق نظرية ه - ١5‏ أو نظرية 


قل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ه-7 الأ رليست متصلة عند 1 ةباترلا مقطا راجعد حر كي 
الوك ايا راكاد ور 


ححا ريه 
سس 
مححجا ارو 

ص 0 

وإذا كانت 6 - .١‏ فإن 

1 سم :5 رضم | 
وهذا د يعنى أن كل فروض نظرية ه - ١8‏ متحققة . إذن » 
جره تان رن > تجح رمن كا 
سس ص 


إن الشىء المدهش فى هذا المثال هو أن ؟ لاتنتمى مجال ر أو مجال د » رء وكذلك © لاتنتمى 
مجال د . ولكن » ؟ نقطة ترآم لمجال ر ومجال د « رء وكذلك 4 نقطة ترام لمجال د . 


وفى الحقيقة » أننا لا نحتاج غالبا لهذه الغرات الكثيية فى حساب التفاضل والتكامل اذا كانت كل 
النقط لوده تنتمى للمجال وكانت فى نفس الوقت نقط ترآم محال الدالة التى ندرسها 


وفى هذا الكتاب تجنبنا عمدا مناقشة النقط المعزولة فى مجال الدالة » لأنه يوجد إلى حد ما عدم 
اتفاق على ما إذا كان يجب أن تكون الدالة متصلة عند هذه النقط . وسنناقش هذه المشكلة الآن » 
باستخدام الدوال الآتية لتوضيح الفروق بين التعاريف امختلفة للاتصال . لتكن 


د>-إرسءص)|ص- راسا)اس > 0]٠١‏ ء 
0-١‏ ا 

ص -ح . عندما س - ا ١‏ 6 

ص - ١‏ عندما س © ١‏ ) 
ع > | (س»ء ص) | ص - ١‏ عندما س عدد قياسى ) 

ص ع ١-‏ عندما س عدد غير قياسى ) 


كاعر رفن من دادسنا عد بلق 


نظريات على الاتصال والنبايات يفن 


ر-]إ(س.ءص)|ص - -١عندماس‏ < -ؤ, 
1 ص - صفر عندما س - . , 


ص - ١‏ عندما س > [١‏ 


م 


ع,- | (س »ء ص) | ص - ١‏ عندما س عدد قيامى» 
ص - ١-‏ عندما س عدد غير قياسى | 


د 


رع" 
شكل ه-ب؟ 


ال م ماود اجو م ا ل ا در 
التالية . من المستحيل علينا رسم كل من ع » ف بدقة . لأننا لانستطيع رسم خط مستقم 
0 القياسية . بعض المؤلفين يقصرون الاتصال عند نقطة فقط على النقط ١التى‏ تكون 
نقط ترآم فى مجال الدالة تحت الدراسة . 7 


وتقريبا فإن كل التعاريف التى تعرف الاتصال عن طريق النهايات تكون. من هذا النوع 


4 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


تعريف بديل ؟ : 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ترام ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 2 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
|سد|<هة © إدزسن) دضم]<ء 


هذا التعريف سيتفق مع تعريفنا للاتصال إذا طبقناه على الدوال فى شكل ه - 7 فيما عدا عند 
الصفر للدالة ر . ولا يمككن حتى اعتبار أى من النقط المعزولة للمجال كبديل للنقطة ب وفقا لهذا 
التعريف » لأنهم ليسوا نقط ترآم مجال الدالة وحيث أن التعريف المعطى يصر فقط على أن تنتمى بس 
للمجال » فإننا سنعتبر أن جميع النقط المعزولة للمجال هى نقط اتصال للدالة . وحيث أننا نتطلب أن 
تكون النقط الوحيدة س ف الفترة | س  ٠‏ | < 8 من نقط المجال » فإن النقطة الوحيدة التى نعتبر 
أمبا موجودة فى أى جوار نصف قطره أقل من ١‏ للنقطة صفر هى النقطة صفر نفسها . 

الدالة ر تأخذ صفر إلى ر ( ٠‏ ) » ومن ثم فوفقا لتعريفنا فان ر تكون متصلة عند النقطة صفر . 

التعريف التالى الذى سنورده يتطلب أن تكون الدالة د معرفة على فترة مفتوحة تحتوى ب أو تكون 
ب نم ة نباية لها . هذا التعريف لا يتفق مع تعريفنا ليس فقط عند النقطة صفر للدالة ر ولكن أيضا 
... عند كل نقطة من نقط مجال ع » حيث أن ع ليست معرفة على أى فترة . 


' تعريف بديل ب : 
نفرض أن د معرفة على فترة مفتوحة تحتوى س أو تكون ب نقطة ناية لها . تكون الدالة د متصلة 

عند النقطة ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 

لكل عدد حقيقى موجب ع 

يوجد عدد حقيقى موجب 6 

بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إس ددا|<ة © افون عد ةبرضع :| جاء 


بعض المؤلفين يقول فقط أن د يجب أن تكون معرفة على فترة مفتوحة ولايسمح للنقطة ب أن تكون 
نقطة نباية لهذه الفترة . إذا فعلنا ذلك فان هذا التعريف سيتعارض مع تعريفنا عند النقطة صفر بالنسبة 
للدالة د» وعند النقطتين صفر » ١‏ بالنسبة للدالة رء وكذلك عند كل نقطة من نقط مجال ع . 


نظريات على الاتصال والنهايات حل 


سننبى هذا الباب بإعادة تعريفنا للاتصال عند نقطة فى محال الدالة . 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


س اف | <ة ام أد«س) دسهم| 1 


الباب السادس 
تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 


سنعرف فى هذا الباب النتيجتين الأساسيتين فى دراسة النبايات والاتصال . فمن وجهة النظر التاريخية 
يعتمد حساب التفاضل والتكامل على النهايات . وسوف نعرف التفاضل والتكامل أولا بطريقة 
تقليدية » بإستخدام مفهوم النباية كأساس ٠‏ ثم سنعرفهما بطريقة جديدة مستخدمين الاتصال . . 
كأساس . ولكن قبل أن نشرع فى هذاء سوف نبحث عملية الجمع . صمم نظام افارين التالى 
لتأسيس مفهوم للمجموع يجعل تعريف التكامل أكثر سهولة . 


5- (: 
مجمواع خمسة أعداد يمكن كتابته كالاق 
3 أن دل دا دل +1 على 
أمئلة : 


إن 
1 لم - +1١‏ 5 ديم +ع داهم ده١‏ 


© 
لا ع ر+ع+وجبوربه؟- 


١ ١ 
٠2ج‎ + 5+ 


5 - 5 :الرمز كا ألم يقرأ٠‏ مجموع ثى, بحيث تأخذ ده القم من ١‏ إلى © » . مجموع لم 
له > ١‏ إلى له - ؛ هو 


3 
5-0 بج بم؟ ب ,م 


8 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ماهو مجموع لم" من له > ١‏ إلى له - 7 ؟ 
0 

4 لن” 5 ب ابم دكن 
لدع ١‏ 


5 - ” : كل مجموع فى هذه الدراسة يكون دليله الجمعى إما عدد طبيعى أو عدد صحيح غير 
سالب 


- 


سنرمز لدليل الجمع فى , .ك, ألم بالرمز نهء ونقول أن نه هو دليل المجموع . 


١ 
0 إلى‎ ١ فى © بي ء الدليل يأخذ القم من‎ 
١ - ل‎ 


5 
0 شك لش ل 2 51007 لإكللى 
0 اح ا ا م و 

0 
ماهو مجموع لكلل من نه > ١‏ إلى د - * ؟ 
ااي اذاي لا ااه وب ا عي به 
ا ير حدم 52 ر ‏ تن د يه 55م 


5 - © : الرمز رك *ن, يقرأ« مجموع أن من ١‏ إلى © ). 


يلاحظ أن هذا نه أ الذى أخذ د أ فى الباب الثانى. هذا ال 
هو نفس اجموع جهو من اشيلس ف. 
5 ى مجموع التتابعة ( دج ) . 


ل دك 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل كنل 


نحن نعرف أن هذا المجموع يساوى ” لأنه يساوى 


هه ١‏ 
+١‏ 4 0 
نه ١‏ 
* - 5 : يمكن إستخدام أى حرف كدليل للمجموع . . 
مفال : ش 


>4 
ود 
دل 


له له 
ك6 ك"” ع 0 ل؟ ع 
ك - ١‏ لي > ١‏ م 


كل هذه المجاميع تمثل 3١‏ + 59 + م35 + + ن؟ , 


عبر رمزيا عن المجموع 

ل ا ا ا ا المي | 
بأدلة متعددة . 

له ل له 
2- لك 84 


5 - 77 : قاعدة أساسية للجمع هى : 


7 1 
+ب )2 + 
وه ارقم كارع ده 


0 ١ 
مثال : ى +ق ل عومجم بن جم جمدم + درجم معان‎ 
4 5 ١ ك‎ 


- ل + ع +م+5م ++ م +م+ي4م - .ع 
. ش 
ماقيمة ن كا, ول" + ول ؟ 
دار د 
3 ل“ + © ول- ور +ع +م)+ م +ع +يىى د" 
١-‏ ل ١2‏ : : 
8-5 : مجموع غير عادى الشكل هو : ش اه ١‏ 0 


6 
4 دي يم بم ١10-44‏ 
لك 


ل النبايات والاتصال فى: حساب التفاضل والتكامل 


0 َ 
العم 6ل و كارم ووجة انوع لوو عد ابم عع يع 2 1 
له ع ١ ١‏ 


له - 


يمكن أيضا إيجاد هذا المجموع مباشرة كالآتى : 
؛ + ه + 0 + لا -؟؟ 


5 5- 4 : خاصية أخرى للمجموع : 


0 0 
ردك ده ك5 ك-ده( + +م-.م 


ُ 
م 54 عا او والومان 4 


٠١ - 5‏ : فيما يلى قائمة من المجاميع . غطى الطرف الأيسر من كل معادلة وتحقق مما إذا كان يمكنك 
الحصول على الإجابة الصحيحة : 
١‏ 


'.لاحظ أن ححء ى ء ه تمثل جميعها نفس المتسلسلة . 


:ف 
و: رخ اقح كووياء )ووو برع ده 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل ا 


5 مادا ال 5 ”ااه 
: 95 ايا ل ف 
ش مخ _١‏ كاه نك الا مداق .ا 
2 ا د 2 
5-58 


١١-5‏ : المتتابعة ظريت. طابريء طاقيرية طاثثءر.4 ...4 لدء ... ) :تؤول إلى 
الصفز » ومن ثم فهى لاتؤول إلى ل ٠‏ 
له ا 5 ء 5 ١‏ ! 

ويمكن أن نكون منها متتابعة » تسمى متتابعة المجاميع الجزئية » التى تقترب من ل وذلك بوضع : 


ح[ىج يع "اوه 2 ل ١‏ 


١ 
عد زوه <> الارن 2 آي‎ 3-7 
0 الل ا ا‎ 
جع ايه م علاررى د يي د ملكي نك عير ب با‎ 
١ 


وبالتالى فإن متتابعة المجاميع الجزئية هى : 


( جاح 4 حوبي 8 ل 2 حك 34 


(0 5 0 ١ 
5” 0 ١ 586 5 5 25208 8 
وكل حد حجان من حدودها جموع جزنى » ونهاية هذه المتتابعة تسازيق ج : اى أن‎ 


١ 7‏ 
ناا حجن - نيبا 04 حم حت 
ل جه من ن عه مه .بذك م 


كون متتابعة المجاميع الجزئية للمتتابعة 


و ل 4ه لمعيس لمعيه و بعيعن 6 


لايع )ع اودع 178 آي هاعد ة 


تعريف " - ١‏ : 
إذا أعطينا المتتابعة ( أ, ) - [ (له, س) س > "ن, » حيث له عدد طبيعى ) » فإنه يمكننا 
تكوين متتابعة أخرى بالطريقة الآتية : 


حر حر" +ك,ى 
حم -18 أل لدان 


حي > ان لاي دامس دا 


حجن دآ دان عله إلى علد بو + أن 


شن النبايات والاتصال فى حشاب التفاضل والتكامل 


ليم 
لمتتابعة ( حىى) > [ (له» ص) | ص -2 4 و » حيث له عدد طبيعى ) 
تسمى متتابعة المجاميع الجزئيه للمتتابعة (أن) . 
مجموع المتتابعة (أن) هو نهاية المتتابعة (ح.) . 
قبل الشروع فى تغريف التكامل سوف نعطى تعريفا للفترة المغلقة . تكون الفترة مغلقة إذا إحتوت 
نقطتى نبايتيها . خلال هذه الدراسة كانت جميع الجوارات التى استخدمناها فترات مفتوحة.. 
إذا أضيفت نقطتى النباية للفترة المفتوحة تصبح فترة مغلقة ٠‏ الجوار ج, (0) لايتضمن نقطتى 
النباية ع » + : كل نقملة فى عبذا الخواز يويد خدد “كبير خل تفط البرار الى 7 تقع على كلا جانبى 
النقطة » ( مثل مراعى الماشية المفتوحة فى الغرب ( أى ليس لها سياج ) ).. 
فى الفترة المغلقة يمكننا تحديد نقطة فى هذه الفترة وأن نقول هذا"هو المنه الأيمن هذه الفترة 
( مثل مراعى الماشية المغلقة ( أى لها سياج ) ) . 
الجوار المغلق ج) (0) يتضمن كل من النقطتين 4 2 8 . فى الفترة المغلقة يمكننا التحدث عن 
النقطة الأكبر» بيلكن فى 'الفترة المفتوحة لايمكن التحدث عن التقطة الأكبر . 
مفال : ٠‏ 
إس | ٠‏ < س < " ] عبارة عن الفترة المغلقة [ "٠ ٠‏ ] . 
<٠‏ س.< ”"] عبارة عن الفترة المفتوخة ] ٠‏ » "7 ل.. 
ماهى النقطة الأكبر فى الفترة المفتوحة ج, 24-089 15؟ 
لايرجد مثل هذه النقطة » ولكن > هى النقطة الأكبر فى الفرة امغلقة ‏ 4 ».5 ] - ج؟ (6) . 
» هى التقطة الأسفر ‏ الفتة اغلقة .4 » 5 ] » ولكن لابرجد نقطة أصغر فى الفتر المفترحة 
١451]‏ [. 
ومفهوم التكامل تطبيق على مفهوم النهاية التى كانت مفيدة إلى حد كبير فى حساب التفاضل 
والتكامل . عندما تجرى عملية التكامل ليج العديد عن القبرد ادق لعفل كلك لاا 
أفضل . 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل الل 


القد إبتدع أرشميدس 7١17-740(‏ ق . م) طريقة التقريب المتتالى لحساب مساحة الدائرة . فقد 
رسم مضلعا منتظما » سوف نرمز له بالرمز ل » داخل الدائرة ( أنظر شكل 5 - )١‏ )ع ثم زسم 
مضلعا منتظما ل ب أ اللعرى عدم الاقم سار الدلا .انما االشلع إإبه تكون أقل من مساحة 
الدائرة التى تكون بدورها أقل من مساحة المضلع الخارجى لن . 


وحيث أن أرشميدس كان يعرف طريقة: ايجاد مساحة كل من لين » لن لأى عدد نه من الأصلاع » : ' 
قد “كان بإستطاعت حسابيه مصاسة الداقرة لأ درطة يريدها من الدقة وذلك يسخسيس اليقت اللارع 2 ونا 
ناير , 

.وسوف لانقوم هنا بحساب مساحة الدائرة » ولكننا سوف نحاول معالجة مسألة مشاببة وهى ايجاد 


إفرض أن لدينا منحنى المعادلة ص - س1 3 


ماهى المساحة تحت هذا المنحنى من صفر إلى واحد ؟ 
وحتى نكون أكثر دقة » ماهى المساحة المحذودة بمحور السينات والخطين المستقيمين س 2 . »2 


ست !#4والمتسحتى ض اح س3 ؟ 
السابد من عفر لله [ 1م فقيد إلى اللقينة اثل مو سساعة ذا البطلات» الى لعفل 


عليبا بتقسم الفترة المغلقة ]١ 4 ٠١[‏ إل الفتتين الجرئيتين [ ٠‏ ] و1 ١ ١‏ ] وانشاء مستطيلان 
مستخدمين الارتفاعات عند نقط نبايتيبما اليسرى ال ال شكل +21 


. 0 


14 1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


والمساحة ح١‏ تكريه أكثر بن مساسة الممسيلان الكزدلا من الفتقن. الجريين 1 * + بج د 
١ ١2 [‏ ] بإتفاعين صفر» ل عند نقط نبايتهما ابجنى ( شكل 5 - 8 ) . 


شكل 5.- م 
وبتقسيم الفترة [ ١ ٠ ١‏ ].الى ثلاث فترات جزئية متساوبه هى [ ٠١‏ ل ]2[ ل » 
[3١٠١]ء‏ نحصل على ( شكلى 2014-5 5- ه): 


51 


١ 


جيم 
م 


شكل -5١‏ ه 
لسع فترات متساوية: نحصل على ( شكلى 5 - 5 + 


صفر + (1 <ا يل ) + 1١‏ )+ + 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 


شكل 5- ه 


شن النبايات والاتصال ف, حساب التفاضل والتكامل 


شكل 5 - ل 


وف الحقيقة » فمهما جعلنا قواعد مستطيلاتنا صغيرة جدا » فإن ح١‏ تكون أقل من أو تساوى 
مجموع مساحات المستطيلات المنشأة باستخدام الأضلاع اليسرى كإرتفاعات وتكون أكبز من “أو 
تساوى مجموع مساحات المستطيلات المنشاة بإستخدام الاضلاع المنى كإرتفاعات . 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل فشن 


إفرض أن بن المساحة التى حصلنا عايها بنة بتقسم الفترة [ ١ ٠ ٠‏ ] إلى له من الفترات الجزئية المتساوية 

وجمع مساحات المستطيلات المنشأة بحيث 0 الفترات الجزئية قواعدها » وارتفاعاتها تساوى قم الدالة 

عند الأطراف اليسرى للفترات الجزئية . إفرض أن م المساحة ١‏ تن حصلنا عليها. باستخدام نقط 
الأطراف المنى لحساب الاتفاعات 5 شكل 25-5 : 


أنه غ2 ع د أن 
يمكننا تكوين متتابعتان 
ود وو قو قز كل ده أل سد 
6 لر دعل كش كر سن :) 


| 
3 
90 . 


١4‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ولكن 
جما با... +ك'-كٌ ك دم م ك+م 
لأى عدد طبيعى ك » ومن ثم 


مم د © (نه- 500 ةل # امسق 
عدلى لسن > ل" 


١-1 
1 
|| 


ل 5 ره+ )10+ )د 


كص 


لد 6ه 
ا ال 


وعم اامعلاب للشو لك اعت ب ال 


. اداح ل ل 2 ال + ل + ١‏ 


لم سه مم الم سه وه د ” نحم مه 


وبالتالى فإن المساحة ح١‏ < 0 


سوف: نحسب الآن نباية متتابعة الجموع الأدنى 
أ ه (له4- 0-7900 


ل ان ام 
الآنء 
ام -: | (ل#اسه ١غ(‏ زا لت ع( 

7 5 لم حم ممه آنا ا 

5 ” ل" رم+ ١‏ 

بم جه ممه 5 د” 

١ 
نيبا - 88> كلانه‎ 


5 ل” 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل ال 


والآن قد حصلنا على 


فى هذا المثال » المتتابعتان ( ع, ) و ( ثم ) تؤولاك إلى نفس النهاية التى تساوى المساحة تحت 

وفى الحقيقة » إذا كونا متتابعة ( م ) مجاميع مساحات كل المستطيلات المنشأة على فترات جزئية 
متساوية بإختيار أى نقطة سر داخل كل فترة جزئية لتحديد الرتفاع د ( س, ) للمستطيل الذى 
قاعدته هذه الفترة الجزئية » فإن نباية هذه المتتابعة سوف تكون المساحة تحت المنحنى . 

سوف نستخدم هذه الملاحظة فى صياغة ( تعريفنا » للتكامل المحدد . 

اعتبر دالة متصلة | ( س ؛ ص ) | ص - «د(س) » س 3 ح ] معرفة على الفترة المغلقة 
[؟» سع . سنقسم الفترة ١[‏ » س ع الى له من الفترات الجزئية المتساويةة ( شكل * - ٠١‏ ) التى 
طول كل منها 


أسى| | سر سام 


سس 
لح علوت قسن (+روهس 8+(ر-١)م4س‏ باعي 
« + وله )لم س ' +١‏ س 
ْ شكل ٠١-5‏ 
ثم نكون المجموع 


عن" 3 (سي)ك س 1 درس ) فى س7 1٠١‏ د(س رن ,)لل س 5 د (س.ن )ى س 
ْ 1 

- 6 د (سر) ه س 
١‏ 

بحيث سر تقع فى الفترة الجزئية رقم ر » 

١|+ر )١-‏ وس < سرح +ر كه س 


1 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إننا بذلك نقرب المساحة تحت المنحنى بنفس الطريقة التى استخدمناها فى الأمئلة » فيما عدا أننا 

نسمح الآن بأن تكون س, أى قيمة س ف الفترة الجزئية رقم ر بدلا من نقطة الطرف الهنى أو نقطة 

الطرف اليسرى . 

المجاميع م الح كن كع ا اححنع تكون المتتايعة ( ا كء كر بي ). نباية” 
له 

هذه المتتابعة » نمام » تفسر على أنها التكامل المحدد للدالة د من ! الى ب ويعبر عنه كتابة على 
له هه وح ال 

الصورة 


اه 


| دض)ءس. 


ولن نستهلك الوقت لتعريف التكامل المحدد بشكل أكثر اكتالا » ولكننا نعتقد أن هذا التعريف » 
: القاثم على حساب المساحة تحت المنحنى » سوف يساعد الطالب على فهم التعريفات امختلفة الموجودة 
فى كتب حساب التفاضل والتكامل . ْ 
ا عندما نتعامل مع الدوال الموجبة والمتصلة على محال الاعداد الحقيقية والتى مداها مجموعة الأعداد 
الحقيقية » فإنه يمككن تفسير التكامل المحدد على أنه المساحة تحت المنحنى » ويمكننا كتابة : 
+#-بيبيناى- ها 5ك 
ل هه ونج ل هه مو 


١ بي‎ 


5 زر هن | د (ص) عا س 


حيث 


71+ (ر-١)‏ هس < سر < 7+ر كه س 
( أنظر شكل 5 - )١١‏ 


تطبيق آخر لمفهوم النهاية يتمثل فى إيجاد ميل الخط المماس لمنحنى عند النقطة ( س » د (س) ) . 
إذا سمنا الدالة المتصلة د » فإننا نحصل على منحنى أملس . وسوف نطلق على خط ما ة مماس 
للمنحنى ) إذا كان له نفس ميل المنحنى عند نقطة اتماس . فى شكل > - ١١‏ رسمنا خط مماس 
إلى جانب عدة خطوط قاطعة . فى هذا الشكل الخطوط القاطعة هى الخطوط التى تقطع 
المنحنى فى نقطتين . الخط المماس يمس المنحنى فى نقطة واحدة فقط وميله هو نفس ميل المنحنى 
ع هله النقطة ومع أنه من الواضح أى هذه الخطوط هو الخط المماس » ولكن هناك صعوبة 
بسيطة فى تحديد ميله بالضبط . 


إفرض أننا نرغب فى معرفة ميل الخط المماس لمتحنى الدالة د - [ (س » ص) ص - س" | عند 
النقطة ( " 2 9). 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 14١‏ 


١١-5 0 


١١-5 شكل‎ 


فى شكل 5 - ١١‏ قمنا برسم الخط المماس وثلاثة خطوط قاطعة ٠‏ الخط القاطع الأول يمر بالنقطه” 
وه . +ع وكذلك بالنقطة ( ++ )+ -وبالتالل فإن ميل هذا الخط عو شح 2لء أى + 
نسح : 


حل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


الخط القاطع الثافى يمر خلال النقطتين ( ١ ١١‏ ) و 280 4) وييله م - لحم - 4 


وو اا 0 


0 الفرق ال الأوليين اشرو الرتبة ع 0 0 0 
المار بالنقطتين ( سن . ص ) و(؟) ا): 


حت ليده 
اميل - ام - أن 
س لم 


ومع ذلك » فإن هذه المعادلة لايمكن استخدامها للخط المماس . فإذا قبلنا حقيقة أن ميل الخط "١‏ 
القاطع :لاز بالنعطة 1ه ١‏ ) يكون أقرب ليل الخط المماس عن ميل الخط القاطع المار بالنقطه 
ش ( ٠ ٠٠‏ ) » وأن ميل الخط القاطع امار بالنقطة ( ؟ » 4 ) يكون أكثر قربا » فإننا نستطيع أن نفترض 
ا ان نهاية ميل الخطوط القاطعة عندما س .7 يكون ميل الخط المماس . 


إذا سلمنا بهذا » فإن ميل الخط المماس عند النقطة ( ”8 » 8 ) يكون: 


م ا لح هد(س) د 


س لم بم سس ل 5 


ا ان 1 
يت تن أن محص د با س + ":- 5. 
سن لم 0 سس ل سن له م 


3١-5‏ : باتباع نفس الطريقة ء أوجد ميل المنحنى | (س » ص) | ص س" ] عند النقطة 
.)١ 865١‏ 


١" -5‏ : ماهو ميل المنخنى [(س . ص) ص.- س" ] عند النقطةة ( )١ 2.١‏ ؟ 
اه ١‏ 
0050 كشك ل اسك ده ملاس + 2 ١‏ 


س لهةة سش 35 س هم ١‏ 


١4-50 0‏ : إذا إفترضنا أن نفس الأسلوب يمكن تطبيقه على دوال أخرى ». فما هو ميل الخط المماس 
للمنحن ا يي نا 


7 حيث أن : | افك دتام اصتدفا ” : لض ح "0 (ضس جك الى 


003500 هذا الاتجاه البسيط للتعليل كان مفهوما صعبا استنفذ جهدا ,فائقا للوصول به إلى صورته البسيطة 
الحالية ,.. ش 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل ١1‏ 


٠‏ +ده 


١" 5 شكل‎ 


فميل الخط المماس لمنحنى دالة هو مشتقة هذه الدالة محسوبة عند نقطة اتماس . 

وف تعظى الآن التعريف المألوف للمشيقة . فى شكل 3 - 6٠ع‏ وضعنا هع أس 7 ع5" 
د(] +ده) د(2) بدلا من د (س) ‏ د(؟) »ء وبالتالى فإن ميل الخط المماس عند البقطة . 
(؟ » د( )) يأخذ الصورة ' 


١‏ ولا 
م : الف د( )١‏ 


ال تسد 3 


تعريف 5 - 7 : يقال للدالة د المعرفة على الفترة المغلقة [؟ » س ع أنها قابلة للتفاضل عند 
سن 3 [؟» س] إذا وفقط إذا كانت النباية ما * (س + ه) ‏ * (سب؟ موجودة . 


هذه النباية تسمى « مشتقة الدالة د عند س ») ويرمز هم بالرمز 5 (س) ١.‏ 


١68 - 5‏ : إفرض أن د إ(س) - اس" + ١‏ . أوجد مشتقة الدالة د عند 7 . 


د 0١‏ - 5ل 
0 0 د( + ه) د(١)‏ 
لأن د )5١‏ با لعمة 
95 095+0ه+5ه5+ه5_+ 3420م +0 
5-25 هم 


ذه + ه51 ده" 


ه حهم . هم 


عصحجا وجا ا 11 


نل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


5 - 15 : إفرض أن د - [ (س ., ص) ص - لل ء س مح. ) . أوجد 5 (ه). 


م 2 
د مه 2 لان 
5ه - دره + ه)_ د(ه) 
ه عه . ه 
١ ١‏ 
ه+ه 0م 5 (ه +ه) 

ا هم هّم, ه6هره +هم) ا 
كم . ١‏ م1 

ه هم . 5ه" بده هل م * 


17-7 : ماهو ميل الخط المماس للمنحنى ف (س) > س"؟ + س + ١‏ عند النقطة (- 8 » /) ؟ 
- ه ميل الخط المماس عند (- ” . 9) هو ببساطة ف (- 7) . 


هه ح-ه ا 


ف (د م ىم الس كافش تكضد عفد 


200 0 -هه+هك') ل 
هسه .0 هه 


أ 


هلاه ه+ه/) 2 دده 


هم دهم . 


50200 - 18 : أوجد مشتقةد - ((س» ص) | ص - س" ) عند نقطة س فى مجاها . 
ْ (س) - ا سء 
لأن 
دك (س) - ني ال نش شاد © الكك لسشة سد 
و سم . هم هم هه ه 


ه +دام51 
ب "اس 
ويد 30 ه 


> ها( س + ه) - اس 


لاحظ أننا يمكن أن نستخدم المعادلة د (س) - ١‏ س لتعريف دالة جديدة 
قيمة هذه الدالة عند أى نقطة س فى مجاها تكون د إس) » أى مشتقة د عند نس . 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 2 ١40‏ 


14-5 : إفرض أن ف - [ (س » ص) | ص - س” ] . أوجد ف (س) . 
ف (س) - عم س"25 لأن 


7 7 
و ا وس + ه) ‏ ل س 
رص محا 6 
8 س" + م س5 ه + عم سه" + ه"” اس" 
5-07 ه 
دجا( س5 +8 سها+ه1)- 8س" 


5 - 36 : أفرضٍ أن ى (س) - س؛ . أوجد ى“ (س) . 


ى (س) > ؛ س5" ء لان 
0 0 
08 | (س 7 ه) اس : 
5 رشنا اللا يل ال اك لك ا لمش 1 1 
ها صضهاا ا هم 


3 م 0 ١‏ جاه" 
ححا اسن +5" سأاهها سا ها ها 
- ع س"” 


5١ - 5‏ : الأطر من 5 - , إلى ” - 5 توضح أنه : 
إذا كانت د > [(س» س') ]ء فإن 5 - [إر(س ع5 س)])ء» 
وإذا كانت ف > ((س »س") | . فإن ف > [ وس #اس5) 2 


وإذا كانت ى - [ (س » س؛) ] » فإن ى > [ (س .4 س") ) 


هذا يقودنا إلى أنه 
إذا كانت د > [ (سء سم ]ء فإن 3 - ([(سء لهس“ ))١‏ 


برهن صحة هذا الفرض 5 ف حالة. ماإذا كان له عددا صحيحا موجبا : 
تيه : : 
إذا كان له عددا صحيحا موجبا » فإنه باستخدام نظرية ذى الحدين 2 
) س + م)له - اس + ان, نا هاب ش ل شسطلة ‏ لة ه21 + ( عدد محدود من الحدود 


١ 5‏ 
التى تحتوى على قوى أكبر فى ه ) . 


١4.5‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


هشر سه ه 

06 (س + ه)غ#؛ ‏ سك 
2-5-2 8 له له -) 

0 لمح-١‏ لم -؟ 1 06 عق 

ع (س + له س هع 51 سن 
هم حم ا هم 

2 -ؤ ر له (له - ١‏ _ 

ح هيا ونه سن +1204 س5 ه+22..) 


وحيث أن جميع كثيرات الحدود دوال متصلة » فإنه يمكن التعويض عن ه بالقيمة صفر مباشرة . 
وبالتالى » فإن جميع الحدود تتلاثى فيما عدا الحد الأول . إذن 

ا (س) - ده له ١‏ 
أى أن » 

((س ع دس" ))١‏ 


0 أن التفاضل والتكامل هما تاريخين مختلفين » م أنه قد يبدو أن التعريفات التى أعطيناها 
غير مرتبطة » فإنهما فى الحقيقة مرتبطين بالنظريه التالية : 
إذا كانت د ء ف دالتين متصلتين على الفترة المغلقة [ ١‏ , , ] بحيث أن د (س) - ف (س) 
لكل س فى ١[‏ . ى]ء فإنه لأى نقطتين ب . ح ف الفترة [؟ , ع]ء 
|[ دصس)ءس- فرح فن). 


هذه النظرية تربط بين التفاضل والتكامل بطريقة تسمح باعتبار كل منهما العملية العكسية للآخر . 
الدالة د تكون مشتقة الدالة ف عند أى نقطة فى الفترة » وتكامل الدالة د من ب إلى ح يساوى 
الفرق ف (ح) اف (س). 


ع 


وفى ختام هذه الدراسة » فإننا نرغب فى تعريف المشتقة والتكامل دون الإشارة إلى النبايات إطلاقا . 
وحيث أنه سيكون إشتقاق مستقل بذاته » فإننا سنعيد صياغة بعض التعريفات . 
وسنعرف أولا الإتصال عند نقطة ب فى مجال الدالة الذى يكون مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد 
الحقيقية إلى الأعداد الحقيقية . 
تعريف ١‏ : 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب ف مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب © 


7 يوجد عدد حقيقى موجب 8 
30 ش بحيث أن 


لكل س ف مجال د 
إذا كان سانا <3.. فإن درس)ادرب) <ع 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل يذل 

تعريف " : 

يقال للدالة أنها متصلة إذا وفقط إذا كانت متصلة عند كل نقطة فى مجاها . 

تكون الدالة غير متصلة عند نقطة فى مجاها | إذا لم تكن متصلة عند هذه النقطة . 

وتكون الدالة غير متصلة بالتأكيد عند النقط التى لاتنتمى لمجالا , ولكننا سنقصر استخدام 
المصطلح « غير متصلة ») لنقط المجال' التى لإتكون عندها الدالة متصلة . 

وسوف لانناقش الاتصال عند النقط التى لاتنتمى لمجال الدالة . 
تعريف " : 

أفرض أن د » ف دالتين معرفتين على الفترة المغلقة ؟ » 5 ع . تكون الدالة ف مماسة للدالة د عند . 
النقطة ب 812 » ك ع إذا وفقط إذا كانت الدالة ش 


دسح ارين 


ى > [(س » ص)|اص - ».عندما سن +#اب .» ص اك ا 


متصلة عند النقطة بن . 
تعريف 5 : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة [؟ » ع ] . تكون الدالة د قابلة للتفاضل عند نقطة 
ب 3ت 51 » 5 ] إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقى وبحيث تكون الدالة 
فح إورس ٠.‏ صض) ص - د (ب) +و(س ‏ داب))] 
مماسة للدالة د عند النقطة سب . العدد الحقيقى ويسمى مشتقة الدالة د عند النقطة ب ويرمز لها 
بالرمر د (ب). 
تعريف © : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة 8 » 5 ع . الدالة ف تكون مقابل مشتقة للدالة د على . 
لقره ص ل رد رود اااخاي جنوا له اللشاجي ل عبتم الفط س التى تنتمى لمجال د , 
ف>|(س) - د (س) . 
تعريف 5 : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة المغلقة [؟ » 5 عءإذا كانت ف أى مقابل مشتقة للدالة دء 
فلأى نقطتين سب ء ح ف الفترة [؟ » 5 ] يسمى الفرق ف (ح) ‏ ف (س) تكامل الدالة د بين 


ب » ح ء ويعبر عنه رمزيا كالتالى : 


- 


1 درس)وعوس 


به 


١44‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


طريقة أخرى لتعريف حساب التفاضل والتكامل بإستخدام الاتصال كأساس » تتمثل فى تعريف 
النباية من الاتصال ومن ثم تعريف المشتقة والتكامل بالطريقة التقليدية . وسنقوم الآن بتعريف نقطة 
التراع ونهاية الدالة بإستخدام تعريفنا للإتصال عند نقطة كأساس . 


تعريف لا : 


تكون النقطة س نقطة ترآم مجال الدالة د إذا وفقط إذا كان كل جوار مثقوب للنقطة ب يحتوى على 
الأقل نقطة واحدة من نقاط مجال د . ش 


4 * تعريف 8 : 

م ,0*1 يقال للعده تلفيقى ل أنه نباية دا وشض) غندما تقترب نس :من نقطة تراك نت خخال الالة د إذا وفقط 
34 ” 

2 + إذة كاقهع الدالة 

: ف - [(س » ض) ' ص - د (س) عندما سن جب , ص - ل عندما سن حت ) 


متصلة عند النقطة ب . 


أوجد كل من النبايات التالية : 
١ت‏ نملا(ه ص ") 
ص ح-هم ع : 


- نمال" ل )٠١-‏ 


هه ده | و 
وله »ا و" + 6 


س لهم " س ل ١‏ 


/ا ب 


ك" + ع ك؟ 
ك هم . ك"' هك 


سن الله اء. سس 
١‏ 
5 ه31 جد 
هم م ؟ 2-2 
31 
- به 
س له داع س + 4 
م 


١ 
هم‎ 


اتفارين 1584 


ححا وان اتن 05 


با ورهس”"5+«#س5+هس+؟) 


س له - ١‏ 

5 ص + "” 
ص له بس ض + ”5 
7ع تبت شبن 
سس لهم . س 

س" + ؟ س 
53 
1 س ١‏ 
س له ١‏ س7 ١‏ 
3 من 7ك # اين عد ا 
س لهم ١‏ س ل ١‏ 
50 و"دي” و +5 
ولو »م ول 5 
51 
اج سا - 1١‏ 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ص5 ١7‏ ل" + 5ل م 
-١‏ م 
ص وي م ص ل "5 لله ول"؟ ده ل +4 
55 اليا ١‏ ل 
١ 1‏ 7 ؟ 
45- نما جه( جاململسحم) 
من لم .ا س5 اس ده | أ ص65 سدم 
هه "اس 1 ل 5ه ل 
س .له دمن #/ س + ؟ س 'لم دهم / س + »” 
ٍ س + ١‏ ك جام 
الا دنبلا 8؟” سحي 22ت 
سن سه نايع س5 + ] لك عم +مه ”# ك1 د 
١ ١ 3”‏ 
اك" _؟ ع«ك" _؟ 
- هيا تت 5 اللسس كته 
ده اك لم0 ١‏ ك م دم كك + م 
١‏ 
اوم تسن لانن مهدا بن اسه لس كال 
س لهم +وده»| م س" + 7 س عه +داه» س> + س + ١‏ 
ماين ١‏ داس"-9-ب س + ١‏ 
حصنو -- 08 .وين 25د 7 امنب ١‏ 
إن ١‏ 
0 هس5+ ٠س"‏ لاس + ه 
عد سي ال ا تت ار الى لإا 
ل 
سس 
+ ص7 7ت تنا ٠‏ 7 اهن لح ب 
ات2 
سس 
ههه هشه يتجحنا اش عمسا لل 
س م +مم | اس 00 
م حا س 5٠6‏ 2ه حا ه ك 
يد ل 5 ك سمو كَِ 
ْ ع س 
حا ( 
يبنا 5 4 مقف 5 


15 حا" 
000 سس » 44- نبا يلك 
ا س له س 
سس ظا 
5 | دص 6 هتما يلك 
ل 6 سن لو ,)> اسن 
0000 ٠خ‏ نمباظاس 
0 س همه (2) 
: ؟ ١‏ 
57 جتنا س + بتعا حاص اطاصن” 
تحضت 00 0 
95 0 _-8 
5 ,إل + لم » آأه- مهبلا /|؟ + ل 0 
الم ل 5-0 1 
ا 27 
س 2 5ه م 11 


: ملحق أ : المجموعات ء المتباينات » القم المطلقة ١67‏ 


ملحق " : اجموعات ,2 المتباينات , القم المطلقة 
تعريف !1 ١‏ : 


إذا كان س عدد حقيقى » فإن 


اض ]كت سن إذا كن سن 2 صمتفز 
اننخع. | تخد إذا كان س <. صفر 
أس | - صفر إذا كان س - صفر 


خاصية ؟  ١‏ : خواص المتباينات : 
إذا كانت » ساء لح أعدادا حقيقية » فإن 


+١‏ < سن حم( لم ى ح + ح 


6:5 < شاوحا > صفر © بحى < ناح 
:8 لخ ناح < صفر 72 جح > تالح 


: ١ 1 نظرية‎ 


إذا كان س » ص عددان حقيقيان » فإن : 


١:اس|‏ > صفر 

5١‏ :]| س| س 

*“:اس] ساس 

:اس ص - | س|أاص| 

:اس + ص| < إاس|+|اص|ا 
:]اسن اص|5: |اس|-|اص| 


- 
ب 


60 


- 


البرهان : 
4 : الحالة الأولى : 
س ص > صفر 


إذن إمااس > 6٠٠ص‏ >..؛أوس < .ءص <. 
للاحتال الأول » | س ) > س » | ص | - ص »ء وبالتالى فإن 


اس|ااص|- سر ص 


64 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


اال التاق بن سياس ]ص |داخاض > واقال فإن 
أس||ا صا زرا س)(اص)<2 سا اص 

ولكن حيث أن س ص > 2٠‏ فإن ]| س ص |- س ص » ومن ثم نكون قد حصلنا على 

أس ص| - | س | ]ص | لكل س » ص ؟ هو مطلوب للحالة الأول . 
الحالة الثانية : 
اسن ص < صفر 1 

اها قن دج حي د 630 أ من سي ان 

للاحقال الأول ٠س‏ أ-- سء | ص أ- صء والتالى فإ | سن || ص أت سس ص 
للاحقال الثاق » | س 3س سن ء | ص | سا ص » وبالتالى فإن | سن | | ص | سد س ص . 
ولكن خيث أن س ص < ٠» ٠‏ فإن أ س ص | اس ص »ء ومن ثم نكون قد حصلنا على 
ل ل 


: الحالة الأولى : 


س +ا ص > 
إذن 
أ س + ص |- س + ص 
ون (5) 2 ]اس | > س » ]ص | > ص »ء وبالتالى ينتج أن 
إأس|+|اص| > س + ص - إس + ص | 


الحالة الثانية : 
س اص < ٠.‏ 
إذن 
0 س + ص  -|‏ (س :جاص ) 
الإمن 1٠050‏ س | > - س » [ ص | > ص ء وبالتالى ينتج 
“انس | +1 عن [. يق اس ب من 0 
إذن ء» 
| .+ هن].< .]| سن ااا ض] لكل سن هن 
5 : الخالة الأولى : 
شن 2 


إذن | س 1 - س . أيضا . من (؟) »| ص | > ص ء والذى يكافء ‏ | ص | < س ص . 


ملحق أ : المجموعات . المتباينات » القبم المطلقة ١68‏ 


من هذا ينتج أن 
أس اص |< س ا ص 
ولكن من (؟) 
:سناص < أس ‏ ص | 
إذن فى هذه الحالة ينتج أن | 
اح مس :| رك اسن اام :]| لكل س » ص 
الحالة الثانية : 


س < ٠.‏ 
إذن | سن |)- اس 

ل ل ات ص 
أت 1ك امنا ساعد يو نه رن مم 

ولكن من (*) » 

ال رس نداص) <ح 4 ص | 

إذن فى هذه الحالة ين 


إسناص]| نا لكل س » ص 
نظرية ١‏ ” : 


إذا كان | س ‏ ص | < حء فإن ص لاح < س < من ديع وبالواكن :. 


البريعان : 

أولا » إفرض أن | س ‏ ص 1..< ح . باستخدام (0) من نظرية#9 1 أفى 

| سس ص | > س - ص ؛ ينتج أن س سا ص < ح . ش 

وبإستخدام (5) من نفس النظرية» أى 1س ل ص | > رس ص)ء ينتج أن 
ب( س سا ص ) < جاء ومن ثم سن ند صن > لاح 0 

والتالى نمحصل على ح < س ناص < ح 

ومن هذه العلاقهة ينتج أن 

بن اس الخد اج ين ا كاحت 

لإثبات العكس » إفرض أن ص حا < س '< ص + اح 

إذن)- جح <ح س ناص < اح 

إذا كان س اص > ٠‏ » فإن إ سن ص إن س سا ص 


6 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 
ومن ثم 
أس اص |< ح 
إذا كان س رص < .٠‏ فإن 
إس نا ص| دس ناص 
ومن م 
اح < ب إس ل اص| 
والذى يكافء | س. ‏ ص | < ح 
إذن » 
| س ع ص | < جح يكاقء ص اح <اس < ص + اح 
تعريف 1 7 : 
ئ' تعرف الفترة للفتوحة من ١‏ إلى ب على أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث.أن س تقع بين ؟ » 
ساء ويرمز لها بالرميز ] ؟» ب [. أى أن 
]لء ب[ لرس]! <رس <:نت) 
تعريف 1 ” : 
تعرف الفترة المغلقة من * إلى س على أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث أن س تكون أكبر من 
أو تساوى ؟ وأصغر من أو تساوى ب » ويرمز لها بالرمز ١[‏ » ب ع . أى أن 
تبمعدرس|* < سح ت] 0 
ت--1: 
يمكن كتابة | س | < ” كالآق وس ١٠‏ ] < ؟ . وباستخدام نظرية ؟ ‏ ” تصبح هذه 
١٠‏ < س < 5 + .ء ولتى تكافء أن نقول س 3 ج, (0) أو س 3 ]!ل505[. 
إذا كان | سن | : < ه » فإنه يمكن كتابتها على الصورة | س  ٠‏ |.... وبإستخدام نظرية؟ ‏ " 
تصبح هذه .... < س < ...» والتى تكافء أن نقول س 3 ج( ارم و 1 ل 1 


إذا كان | س | < هء فإنه يمكن كتابتها على الصورة | س  ٠‏ | < ٠ه‏ . وبإستخدام نظرية 
١ 5‏ تصبح هذه. اه < س < ه + . ء والتى تكافء أن نقول س 3 ج, (0) أو 

س 5 ]- هع ه5[. 
أ 

إذا كان إس ‏ ” | < ؟ ءفبإستخدام نظرية؟ ‏ ؟ يمكن كتابتها على الصورة 
١ +‏ < س< + + ٠‏ . والتى تكتب أيضا س 3 ج, (*) أو س تنتمى إلى الفترة المفتوحة 
]نه [. 


ملحق أ : المجموعات » المتباينات » القمم المطلقة ١817‏ 


إذا كانت | س ‏ ” | < ١‏ »ء فبإستخدام نظرية ؟ ‏ ؟ يمكن كتابتها على الصورة 
ح....< 0.0 قكتب أيضا س د ج ( )أواس 3 ع 412 [. 


إذا كانت | س ‏ " | < ٠ء‏ فبإستخدام نظرية ؟ ‏ 7 يمكن كتابتها على الصورة 
1 < اس 2<" + 1. وتكبب 'أيضا من داج © أورس 513 4[. 


آرت ا 
إذا كانت س 3 ج, (7) » فإن.....< س >< 0 | سن ءءء < ..... أيضا » س تنتنى 
3 


الى الفترة المفتوحة] ل 2 | : 


ا 0 ١ ١ ١‏ 
إذا كانت س و ج, (1) » فإن 1 عاج < س << 0 0 
١‏ 
1 4: 
إذا كانت | س + ]| < ١‏ فإند س 5 ج, ل ")2... < اس <..... 


١+)مملن(‎ < س‎ < ١-2 


:© “١ 
.[ 40 إذا كانت | س + ؟ | < ١ء فإن س تنتمى إلى الفترة المفتوحة ع‎ 


| كك دكت 1 


لخت 


إذا أعطينا التقرير | س ‏ © | < ١ء‏ فيمكننا إثبات أن | س ‏ 4 | < 8 . 
إذا أعطينا : 

]قفنت :ة1] :< ١‏ 

حم 4 <اس < 5 بإستخدام نظرية ١‏ ؟ 

سم 4 ا < سا4 < 5 4 بإستخدام خاصية 1 ١‏ 

سهااء < س ‏ 6 < >؟ 


سه ]نن ‏ 4 | < 02028 هله الخطوة لايمكن عكسها . 


مه ١‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذقم ]ا ده ] د كك | امو حا | ا 


وهذا ليس غريبا حيث أن 4 < س .< ” يؤدى إلى أن ؟ < س-< " . إبدأ بالتقرير 
ا ه | 2 ١‏ وبرهن أن |[ س + ؛ | < 5٠٠١‏ 


البرهان : 


ان ع ا 

جه 4غ < اس < "5 بإستخدام نظرية ١١1‏ 

عه : + 4 < س + 4 < 5 + 4 بإستخدام خاصية ١ 1١‏ 
لك اإنيو يوه !1 5د 


الاب 


إشتق أس + 1١‏ < + من إس + غم[ < ١‏ 

إس +م|]|< رص دو جح سدح“ 

احم - و+ ١‏ < س + ١‏ < ح-0ا + ١1م‏ الم < س + <١‏ لدو 
كا ]| كه او 


/ 


- تلعب المعالجة المستخدمة فى الأطر القليلة السابقة دوراً هاما فى براهين الباب الثالث . 

وسوف نعود الآن الى مناقشة الفترات المفتوحة والمغلقة » والتى تلعب أيضا دوراً هاما فى مناقشتنا 
مجالات الدوال القطعية . 
ا تعريف 15 4: 

يعرف إتحاد المجموعة ١‏ والمجموعة ب على أنه مجموعة كل العناصر س بحيث يكون س عنصر فى ! أو 
عنصر فى ب » ويرمز له بالرمز * لاب . أى أن 

٠#‏ راب - إس 2-0 أو س 3 نس) 

تعريف ؟ ل ©.: 

يعرف تقاطع المجموعة ” والمجموعة ب على أنه مجموعة كل العناصر س بحيث يكون س عنصر فى 8 » 
س عنصر فى ب »ء ويرمز له بالرمز 7 6 اس . أى أن 


+ مم دمرس إس و١‏ و سو بد) 


ملحق أ : المجموعات » المباينات » القبم المطلقة ١69‏ 


ذ+8م: 


كيد ددح بعد عرض عونا ال اباد لق امسر كرفي سروه 0 
لتعبر عن مجموعة كل الأعداد الحقيقية الأكبر من ح . : 


أى أن 
] دهء جح [- إس اس < حاء 
]و جء ه [- رس إاس > ح) | 
إذا كانت | س | > 5 »ء فإن س يمكن أن تقع فى الفترة ع ه  »‏ 5 [ أو فى الفترة 
] 5 ٠ه‏ [. وهذا يعنى أن س < 5 أو س > ” . التقرير 
س 5 6-٠2 ©  ]‏ [ را ]365»+ © ل 


يقرأ« س تنتمى إلى إتحاد الفترة المفتوحة من «ه ه إلى " والفترة المفتوحة من 5 إلى + «ه'):” 


إذا كانت | س| > هء فإن س يكون عنصر فى ع 4 زا لا ] 4 ا 


]د همده إن ]ه64+ هل 


+ و: 


إذا كانت | س | > 5 » فإن س لاتنتمى إلى الفترة المغلقه 3 5 » 5 ] ٠‏ ولكن إذا كانت سيم 
تنتمى إلى الفترة المغلقة  [‏ " » 5 ] » فإن س تنتمى إلى إل اشموعة رثنن! | أحرة < ين حدرية ] : 
إذا كانت | س | > هء فإن س لاتنتمى إلى الفترة المغلقة 1 ] 


[-ه.هع 


:ة١.ها*؟‎ 


إذا كان س > ه أو س < ل هء فإن [س | . 
|أس]| > ه. 


:ؤ١‎ +5 


لحل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ذا كانت | س؛ : » فإن س تنتمى إلى ] 2 » آنا[ © 1 
ااا ا ااال ا ل ساك 


آ داه.) 4[ بن ]4ع+ © [:س < 2 ؛ أواس > 3 
[-25:]:-5 < س < 4 
]رت ف ترج :]ابو[ نف ند ةن ين ل ابد ها أو من “22 
ا لتكت" 
رن 


إذا كان مجال الدالة د هو مجموعة كل س بحيث أن س > اوس < ه. فإن مجال الدالة د 


' يكون م. -] * , + مه [ بم ع هه » ه [ء وهذه هى الفترة المفتوحة ] ؟ , ه [ . ماهو مجال 
ف 


م ]اه ه[ه6]كء + © [-]8. ه[. 
5 03 


:١41 
فماهى‎ 21١ > إذا كان مجال الدالة د هو مجموعة كل س بحيث أن < س < ه أوواس‎ 


المجموعة المعرفة عليها الدالة ؟ 


ِ [9 .6 هم] ن ] »+ 5ه [. 


0ك 
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